[50. Osterreichische Mathematische Olympiade]

Vorbereitungskurs fiir Anfanger

Kursleiter: Dr. Robert Resel

Schuljahr: 2018/19

Kursort: AHS Heustadelgasse
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Vermischte Ubungsaufgaben, Teil 1'

Ermittle alle n € N, sodass n|p(n) mit p(n) = n* + 3n + 27 gilt.

Bestimme alle n € N, sodass (n + 1)|g(n) mit g(n) = n? + 1 gilt.
1 2
Berechne alle x € N sowie alle dazu passenden y € N, sodass — + — = 1 gilt.
oy

Beweise: Sind 22 und y? ungerade Quadratzah-
len, so kann 22 + 3% keine Quadratzahl sein.

2

Beweise: 1111...1111 = 2222...2222 4+ [ 3333...3333
N ~~ 4 N ~~ N—r

2n Ziffern n Ziffern n Ziffern

Beweise: Gilt zwischen den reellen Zahlen a, b und ¢ die Gleichung
a® + 2bc = 1, so auch die Ungleichung (a? + 2b%) - (a® + 2¢%) > 1.

Fiir a € RT und b € R* ist die Ungleichung a®0® + 3a?b? + 3ab + 1 > (a + b)? zu
beweisen.

+¥s

Beweise fiir z € R sowie y € RT mit z + y > 0 die Ungleichung n >
rry Yy

1 1 1)
. Fir x € R" und y € R* ist die Ungleichung (x + —) : (y + —) < (xy + —> zu
Yy z Ty

beweisen.
Beweise fiir a € R sowie b € R die Ungleichung
a® + a*b + aPb? + a?b + ab* +° < 3- (a5+b5) .
Aus den ersten fiinfzehn natiirlichen Zahlen (ohne der 0) sind zwei Zahlen derart

auszuwahlen, dass deren Produkt der Summe der dreizehn verbleibenden Zahlen
gleicht. Ist dies moglich?
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Vermischte Ubungsaufgaben, Teil 2'

(2 +1)2 N (2y + 1)?
x Yy

> 25

Fiir z € RT und y € R" mit z+y = 4 ist die Ungleichung

zu beweisen.

In der Abbildung auf der letzten Seite wurde einer der vier Eckpunkte eines Quadrats
an einem seiner benachbarten Eckpunkte gespiegelt, woraus in der angegebenen Art
und Weise ein Rechteck (mit geflochtener Struktur) generiert wurde. In welchem
Verhéltnis stehen die Flacheninhalte von Rechteck und Quadrat? Wieviel Prozent
des Rechtecks liegen auflerhalb des Quadrats?

1 1
Fiir x € RT und y € R ist die Ungleichung (z + y) - (— + —) > 4 zu beweisen.
r Yy

Beweise fiir z € RT, y € R und 2z € R die Ungleichung (z+y)(y+2)(z+z) > 8zyz.

Fir z € R, y € R und 2z € R ist die Ungleichung 2% + y* + 22 > 2y + yz + 22 zu
beweisen.

Beweise fiir z € R, y € Rund z € R die Ungleichung (z+y+2)% > 3- (zy+yz+2x).

Fir r € R, y € R und z € R ist die Ungleichung 3« (22 + y*> + 2?) > (x +y + 2)% zu
beweisen.

Beweise fiir w € RT, z € RT, y € Rt und z € R* die Ungleichung

V(w+y)(z +2) > Vwr + /yz.

1 1
Fiir z € RT und y € R* ist die Ungleichung % + % > — + — zu beweisen.
Y T r Yy

Beweise die V2 € R giiltige Ungleichung 2* — 42 + 3 > 0.

Ermittle, welche der beiden Differenzen va + 1 — y/a und \/a — v/a — 1 grofer ist,
wobei a > 1 gilt.
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Vermischte Ubungsaufgaben, Teil 3'

Fiir a € R ist zu beweisen: Weist die quadratische Gleichung 22 — az + a = 0 die
reellen Losungen z; und 5 auf, dann gilt die Ungleichung z1% + 252 > 2 (21 + 22) .

1 4
Beweise die Vo € RT sowie Vy € R* giiltige Ungleichung 1 + — > .
Ty T+Y

Beweise: Gelten ausgehend von z € RT die Ungleichungen w > 2x, x > 3y
und y > 4z, dann auch die folgende Ungleichung: wx + 72yz > 12wz + 6xy.

Ermittle alle n € N, fiir die (n — 3)|(20n — 11) gilt!
Beweise: Ist p eine von 2 und 3 verschiedene Primzahl, dann gilt 24| (p* — 1).

Beweise (etwa mittels vollstandiger Induktion) die Vn € N mit n > 2 giiltige Un-

1 3
gleichung Z = > 5 i : A
k=

Fiir z € RT und y € R* ist die Ungleichung \/z +y + /y > /& + 4y zu beweisen.
Beweise die Vz € R giiltige Ungleichung 1 + 2z* > 2% + 223,

Uber den Seiten AB und AC eines beliebigen Dreiecks AABC werden nach aufen
die gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecke AAK B und AAC'L (mit den Hypotenu-
sen AB und AC) errichtet, ferner sei mit M der Mittelpunkt der Dreiecksseite BC

!Bemerkung fiir spiter (WAHLPFLICHTFACH!): Aus

oo
1
ldsst sich folgern, dass E — zwischen
n

n

"1 1 - 1 " /1 1 1
=1 <1 . S ) =92-
;/@ +kz(k+1)2< +;k(k+1) +;<k k+1> ntl

=1

% und 2 liegt, wobei der tatsichlich Wert faszinierenderweise

n=1

exakt %2 betrégt (wobei sich Letzteres auch im WAHLPFLICHTFACH zeigen lésst).



bezeichnet. Beweise, dass auch ALK M gleichschenklig-rechtwinklig (mit welcher
Hypotenuse?) ist und driicke den Flécheninhalt von ALK M durch den Fléichenin-
halt von AABC sowie die Seitenlingen AB und AC aus.

[Gutes Gelingen!j
Wien, im Juli 2018. Dr. Robert Resel, eh.
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