[Zusatzliche]vermischte Ubungsbeispiele fir den
Realistenteil der 8B[8A(G)] sowohl flir neuen Stoff
der 8. Klass€[84)] als auch entsprechende Wiederho-
lungskapitel [81), §2) und 83)im Schuljahr 2011/2012

Diese Beispiele sollen durch diverse Stoffgebiete g —
der sechsten, siebenten und achten Klasse (in Gru d T ‘]
] e

-
lagen — Vektorrechnung! — auch der flinften Klas ‘ 1":} Lo

und zwar anhand von Aufgaben, detBausteine” |
geradezu charakteristisch flilaturabeispielesind.
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ACHTUNG! Ein bloRes"Auswendiglernerf der Beispiele ist sichgff=
keine ausreichende Matura- resp. Schularbeitsvorégung, da du
deine erworbenen Kenntnisse sowohl bei der dreisligen Schul-
arbeit als auch bei der schriftlichen Matura auf Bblemstellungen
anzuwenden hast, die zwar nicht ganzlich neuartdper zum Teil
in der Form wie bei der dreistiindigen Schularbe#sp. der schrift-
lichen Matura gestellt in dieser Aufgabensammlungcht enthalten
sind! Ein eigenstandiges Losen dieser Aufgaben (aig jene, die
wir in diversen Schulibungen gemeinsam bearbeitegrden) ist ei
ne absolute Notwendigkeit fiir ein angemessenes (mprogramm

81) Analytische Raumgeometrie

1) In der rechten Figur ist ein Wrfel der Seiteigé 12
abgebildet. P und Q sind Kantenmittelpunkte, R ist
der Spiegelpunkt von P am Wiurfeleckeckpunkt E,
Ogr die Symmetrieebene der Strecke QR.

a) Wie man zeigen kann, schneidgk nur sechs der
zwolf Wurfelkanten, wobei im Wirfeleckpunkt H
drei Schnittpunkte zusammenfallen. Berechne
Koordinaten von T, U und V in einem geeigneten
Koordinatensystem und zeige, dassddr gilt!

b)Zeige, dass die Geradep,, undg,,, einander

in Mgr Schneiden und beschreibe dessen Lage auf
den entsprechenden Strecken jeweils durch eimerbaltnis!

c) Begriinde, dass es sich beim Schnittviereck HTUVeunirapez handelt.
Kommentiere das Result@fl=134,7 fir den Flacheninhafl des Trapezes!



2)

3)

4)

5)

P und M” sind Kantenmittelpunkte,
M ist der Flachenmittelpunkt des
Quadrats STUV des abgebildeten
Wiirfels (Seitenléange 16). Q ist
der Spiegelpunkt von M” an der
Wiirfelecke W, R liegt auf der

Wiirfelkante TU, wobeRT =1 gilt.
Zeige, dass die abgebildeten Dreiecke
aufeinander normal stehen und setze
deren Flacheninhalte in ein moglichst
einfaches ganzzahliges Verhaltnis!

Warfel mit Seitenlange 16:

Q ist der Spiegelpunkt von B an A,

R ist ein Kantenmittelpunkt,

Oqr ISt die Symmetrieebene der Strecke QR
Zeige bzgl. des Schnittvierecks:

Es ist ein Trapez.

Der Mittelpunkt der Strecke QR liegt auf dem
Schenkel VU (Gib das Teilverhaltnis an!).

Ist das Trapez gleichschenklig?

Zeige, dass der Flacheninhalt ziemlich genau Etbt.

Wirfel mit Seitenlange 24:

P ist der Mittelpunkt der Kante AB.

R ist der Mittelpunkt der Diagonale BG.

Q ist der Spiegelpunkt von P an A.

Ogr ist die Symmetrieebene der Strecke QR.
Zeige bzgl. des Schnittfiinfecks:
Flacheninhalt ca. 16477/36

Wiirfel ABCDEFGH (Seitenlange 24): QsW

P und R entstehen durch Kantenviertelung,
wobei P bzw. R von A bzw. C aus betrachtet
der jeweils erste Teilungspunkt ist. Ermittle in
einem selbst zu wahlenden geeigneten Koordi-
natensystem die Lage der Schnittpunkte S und
T der durch P, Q und R aufgespannten Ebene
mit den Kanten DH und AE und berechne ferner
den Flacheninhalt des Schnittfinfecks PQRST
dieser Ebene mit dem Wiirfel. Ist das Parallelo-
gramm RSTU gar eine Raute oder Quadrat? Begrin-
de, warum U auf der Gerade durch B und F liegessmu
und berechne den Flacheninhalt des Flinfecks PQRST!



6) Nebenstehend ist aus einem Wiirfel der
Seitenlange 42 ein regelmaliiges Tetra-
eder ABCD abgeleitet worden. R ist der
Mittelpunkt der Kante CD, P entsteht
durch Drittelung der Kante CA, wobei P
von A aus betrachtet der erste Teilungs-a
punkt ist. Bestatige anhand dieser spe-
ziellen Anordnung die folgenden Séatze:

Ist b das halbe harmonische Mittel von a und ondilt:

Satz 1. Die Ebenepqr steht auf die Ebergsg normal.

Satz2. QR:QP=c:a

_ ¢ _ a
Satz 3. b_1+@_1+i
QP QR
Satz 4. Fur den Flacheninhpldes Drei-

ecksAPQR giltp =2 GE/a* +c?.

Zeige aulRerdem allgemein, dass die Sat-
ze 2 und 3 zueinander aquivalent sind!

7) Wirfel ABCDEFGH (Seitenléange 2):
P bzw. Q entsteht durch Spiegelung
der Wirfelecke A an B bzw. D an H.
Ermittle das Mal3 des spitzen Schnitt-
Winke|S(|) zwischerEch undspQGl
Ermittle das Verhaltnis Kxl", wobei
W bzw. W den Flacheninhalt des Drei-
ecksAPQG bzwAPQC bezeichnet und
zeige ohne TR, dads= 2 [$in¢ qilt!

8) M bzw. M ist der Mittelpunkt des
Quadrats ABCD bzw. EFGH des
Wairfels ABCDEFGH (Seitenlange 2),

M, und Ms sind Kantenmittelpunkte.

Me ist der Spiegelpunkt von dan H.

M, entsteht durch fortlaufende Spiege-
lung von Ma M;. Ermittle ohne Taschen-
rechner das Mal3 des spitzen Schnittwin-
kels¢ zwischen den Ebenen durch einer-
seits die Punkte A, Mund M, und ander-
erseits durch die Punkte,MVI; und M!




9) Wirfel ABCDEFGH (Seitenlange 48):
P ist der Mittelpunkt der Kante CG.

Die Symmetrieebene der Strecke AP
schneidet die Flachendiagonalen AH,
EG und BG in den Punkten Q, Rund T.
Durch U wird das Dreieck QRT zum
Parallelogramm QRTU erganzt.

a) Berechne die Koordinaten von Q, R,
T, U und vom DurchstoR3punkt der
Gerade g mit der Symmetrieebene.

b) Ermittle den Flacheninhalt des ParallelogramiR3 Q!

c) Bestimme ohne Taschenrechner das Mal3 des Wirle&Q!

A
10)  Abbildung links (inkl. eingezeichnetem Koordiansystem):

Berechne die Koordinaten des Hébbnittpunkts?‘[

sowie des Umkreismittelpunkts U (inkl. Umkreisrazii)
des Dreieck@&APQ. Dabei entsteht P durch fortlaufende
Spiegelung von C an G und Q ist der Sgmgnkt von H
an A. Der Waurfel weist eine Kantenlange von 2 auf.

[Lsg.: H(=8|12|-4), U(5|-64), RZ7 |

11)  Abbildung links unten (Wurfel degit@nlange 2):
Q entsteht durch Spiegelung von A an H.
a) Zeige, dass das DreieSRGQ gleichschenklig ist.

b) Begriinde, warum diedeeErsche Gerade des Dreiecks
AAGQ daher mit der Wurfelkante GH zusammenfallt!
C) Ermittle im Sinne von b) die Lage des Hohensithankts

.7’[50wie des Umkreismittelpunkts U (inkl. UmkreistzsiR)

des Dreieck&AGQ und bestétige sowohl, dag{der Spie-

gelpunkt von H an G als auch, dass U der Spiegktpies
Kantemittelpunkts M an H ist.

12)  Abbildung rechts (Wurfel z H
mit der Kantenlange 8):
P ist der Spiegelpunkt von G
an C, Q entsteht durch Ach-
telung der Flachendiagonale AH

' O}[ wobei Q von H aus betrachtet

der erste Teilungspunkt ist.
Ermittle im angegebenen Koordi-
natensystem sowohl die Lage des

"
thenschnittpunktg{als auch des

Umkreismittelpunkts U (inkl. Um-
kreisradius R) des DreieckAPQ!

[Lsg.: H(=2|-7|-1), U(5|11|-4), R=3/2]




13) Abbildung 59:

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

Abbildung 59 (und 60):
Losung: U(24]9]8),
H(8|28]-2)

Berechne die Koordinaten des Hohen-
Schnittpunkts H des aus einem Wiirfel
der Seitenlange 28 abgeleiteten Dreiecks
AABC im angegebenen Koordinatensy3
tem (LOsung rechts!), wobei alle Punkte
durch Streckenhalbierung und Spiegelung
entstehen.

Abbildung 60: Siehe Aufgabe 13), wobel
nun statt H der Umkreismittelpunkt U inkl.

Umkreisradius (als Probe! Lsg.=5 E{/Z_l)
zu ermitteln ist!

Abbildung 61: Berechne die Koof*.
dinaten des HohenschnittpunktseH - _ _

. .. Lo . Abbildung 61 (und 62)
des aus einem Wirfel der Seiten- ‘ Losung: Ul13]31]23),
lange 36 abgeleiteten Dreiecks H(28|-30]56)
AABC im angegebenen Koordis ‘
natensystem (Losung rechts!),
wobei alle Punkte durchy?" ¢
Streckenhalbierung, -dritte
lung und -sechstelung so-
wie Spiegelung entstehen.

Abbildung 63 (und 64):

Lésung: U(33/15/12),
H(6]24/48)

Abbildung 62: Siehe Aufgabe 15),
wobei nun statt H der Umkreismittel-
punkt U inkl. Umkreisradius (als Pro-

be! Lsg.:r =+/1155) zu ermitteln ist!

Abbildung 63: Berechne die Koordinaten des H&bhnittpunkts H des aus

einem Wirfel der Seitenlange 36 abgeleitetezidaksAABC

im angegebenen Koordinatensystem (L6sung redies!),

wobei alle Punkte durch Streckenhalbierungtehes.
Abbildung 65 (und 66):
Losung: U(74|57]|40),
H(52]36[70)

Abbildung 64: Siehe Aufgabe 17),
wobei nun statt H der Umkreismittel-
punkt U inkl. Umkreisradius (als Pro- |

be! Lsg..r =9 E{/E) zu ermitteln ist!

Abbildung 65: Berechne die Koor-
dinaten des Hohenschnittpunkts H des
aus einem Wirfel der Seitenlange 100
abgeleiteten DreiecSABC im ange-
gebenen Koordinatensystem (L6sung
rechts!), wobei alle Punkte durch Strek-
kenhalbierung entstehen.

Abbildung 66: Siehe Aufgabe 19), wobei nuntdtatler Umkreismittel-
punkt U inkl. Umkreisradius (als Probe! Lsg+15 E{/ﬁ) zu ermitteln ist!



21) Als erste Fortsetzung von Aufgabe 8):
a) Zeige auf zwei Arten, daA®\M 1M, rechtwinklig ist.
b)Berechne den Flacheninhalt des Dreietk#/ ;M>!
c) Zeige, dass sich die Flacheninhalte der Dreiecke
AAM 1M, und MbMsMgwie 1:2 verhalten.

22) Als zweite Fortsetzung von Aufgabe 8):
Ermittle eine Parameterdarstellung der Schnitdgera
der beiden Ebenen. Was fallt dir auf und wie |&8st
dies Uber die Ebene durch die Punkte A,uvd M in ihrer
Rolle als eine Symmetrieebene des Wirfels erkiaren

23) Der nebenstehend abgebildete Wirfel weist 8aienlan-
ge von 84 auf. R ist der Mittelpunkt der Wirfell@®rG, Q
der Spiegelpunkt der Wirfelecke S an der Wirfeddck
B ist der Mittelpunkt der Kante PC, D der Mitteip
der Strecke BC sowie E der Spiegelpunkt von D an C
A ist der Mittelpunkt der Kante SK, V der Mittelpkt
der Strecke AS sowie W der Spiegelpunkt von P an W
Schliel3lich ist T der Mittelpunkt der Strecke
VW und J der Spiegelpunkt von T an W.

a)

b)

Ermittle in einem geeigneten selbst zu wahlende
Koordinatensystem sowohl eine Parameterdarstel-
lung der Drehachse d des Umkreises des Dreiecks
APQR als auch die Koordinaten seines Mittelpunkts U.
Zeige, dass E und J beide auf der Drehachsenliege

Berechne auch die Koordinaten des Hohen-

schnittpunkts H des DreiecR® QR und zei-

ge, dass der Wurfeleckpunkt K auf der Pa-

rallele der Drehachse aus a) durch H liegt.
Q

24)  Der links abgebildete Wiirfel weisteeBei-
tenlange von 6 auf. P und M sind Kanténmi
telpunkte, Q ist der Spiegelpunkt von M&
Zeige, dass die Symmetrieebergden
Wirfel langs des Trapezes FTUV schnei-
det und berechne seinen Flacheninhalt!



§82) AK "Nicht-lineare analytische Geometrie der Ehe: Kegelschnittgdie Parabel)

25) Ausgehend vom konkreten Punkt A(256|384) und
der rechten Abbildung ist folgendes zu verifiziere
+ Die Parallelitat vorgg,, und der Parabelachse

+ AC=PQrRef +1 )

26) Ausgehend vom konkreten Punkt A(36|36) undotberen Abbildung ist folgendes zu verifizieren:
* Xc=VYB

*  yc=-kp (wobei p den Parabelparameter und k die

Steigung der Gerade durch A und F lobreit)

27) a) Parabelsehne PQ mit Mittelpunki M

b) Beriihrungspunkt A" der zur Sehne
parallelen Parabeltangente

c) Spiegelpunkt A von A" an Parabelachse

d)Mittelpunkt M, der Strecke AM

e) Mittelpunkt M; der Strecke Fi¥

f) Zeige: My ist auch der Mittelpunkt von AA”

g)Die Tangenten an par in P und Q schneiden
einander im Spiegelpunkt von A an F.

ABER NUR, wenn fir P@yr) und Q(%|yg) und a=x/ye und b=x/yq die

Gleichung az+6ab+b2=2 gilt! Verifikation anhandwv@(49|14) und p&Xq (siehe Abb.!

Y

28) Wie Aufgabe 27), nur mitpxxg [anders als in der Abb. neben Aufgabe 27)!]!

29) Verifiziere fur jene Parabel par in erster Hiage durch A(81|54) mit dem Brennpunkt F folgenden
SATZ. Ist B der zweite gemeinsame Punkt des Brtealnmis AF mit par, g die Parallele zur
Parabeltangentg turch B sowie C der zweite gemeinsame Punkt viorit gpar, dann

gilt AF = X, [AM;. , wobei die Strecke Alt parallel zur Parabelachse verlauft.

30) Verifiziere fur jene Parabel par in erster Héage durch A(144|96) mit dem Brennpunkt F folgende
SATZ. Die Tangente an par in T{yr) mit yr=pya/(Xe—Xa) steht auf den Brenn-
strahl AF normal, wobei fir den Normalabstaf,ghr) die Formel

d(T,Ge)=Xeya: AF/( AF—p)?2 gilt und p den Parabelparameter bezeichnet.



31)Verifiziere anhand der
Punkte A(242|198) und
B(xg|-144) folgenden
S AT Z. Liegendie
Punkte A(&|ya) und
B(xg|ys) derart auf einer
Parabel par in erster
Hauptlage, dass
(Ya+Ye)-(Ya—2y8)=16x
gilt (wobei F den Brenn-
punkt von par bezeichnet),
so liegt der vierte Eckpunkt
D des Rechtecks ABCD
auf der Achse von par.

A

32) Inder linken Abbildung ist F der Brennpunkt
einer Parabel par in erster Hauptlage, A und B
sind die Endpunkte einer durch F verlaufenden
Parabelsehne. Beweise oder verifiziere am
Beispiel des Parabelpunkts B(32|16), dass
durchformales Einsetzen von P in die
Spaltform (Schlie3lich liegt P jaicht auf par!)
eine Gleichung der Gerade p hervorgeht!

33) Ausgehend von einer Parabel par in erster Heggtit dem Parameter p wird auf eine Parabelsehne
AB eine Normale durch A gelegt, welche par nebat Ainem weiteren Punkt C schneidet. Bezeichne
k nun die Steigung der Tragergerade der Sehnes@Bilt fir die y-Koordinateyvon C die Formel

Yc =Y —2PK| Beweis oder Verifikation anhand eines selbst dueteé Beispiels!

34) Ausgehend von einer Parabelsehne mit den
Endpunkten A und B, ihrem Mittelpunkt Vi
dessen Normalprojektion Mauf die Parabel-
achse, wiederum dessen Spiegelpunkt M
am Parabelscheitel sowie dem Schnittpunkt S
der Tangenten ung tind § an die Parabel
ist zu beweisen bzw. an einem selbst gewé&hl-
ten Beispiel zu verifizieren, dass durein
formalesEinsetzen von Min die Spalt-
form (da ja M, offensichtlich — Warum ei-
gentlich? Begrunde! — nicht auf der Pa-
rabel liegt!) eine Gerade entsteht
(in der Abbildung rot gefarbt), welche durch S
und M; geht und ferner parallel zugver-

. —3
lauft, und zwar im Parallelabstagd _ BP __,
8(X. [AB

wobei F den Brennpunkt der Parabel bezeichnet.




35)

36)

37)

38)

Abbildung rechts: Die Parabel schngi-

det aus der Streckensymmetralgsm A
der Sehne AB wiederum eine Sehne
SiS; aus. Dann legen die Mittelpunkte

der Sehnen AC (wobei BAC=90°)
und SS; eine zur Parabelachse pa-
rallele Gerade fest. Beweis oder
Verifikation an einem Beispiel!

Sind A und B die Endpunkte einer
Parabelsehne (wobei sich die Para;
bel in erster Hauptlage mit dem
Brennpunkt F befindet), so verlauft
die Tangente an par in C mit
Yc=Yz(yatys) parallel zur Tragerge-
rade dieser Parabelsehne und fur den
3
Parallelabstand d gill = % . Y
16 X, [AB

Beweis oder Verifikation an einem Beispiel!

Sind A und B die Endpunkte einer Parabelsetwobéi sich die Parabel in erster Hauptlage mit dem
Brennpunkt F befindet), so verlauft die Tangemtgar in einem der beiden Parabelpunkte mit der x-
Koordinate ¥(xa+xg+2xp) parallel zur Tragergerade dieser Parabelsehndéimmtn Parallelabstand
3
dogiltd =% , wobei D der Schnittpunkt der Tangenten an dralf in A und B ist.
16 X, [AB

Beweis oder Verifikation an einem Beispiel!

Klasse: TB(Rg) 20. 12. 2011

1. Schularbeit (zweistiindig)

3. Fiir jeden Punkt 7 einer Parabel par in erster Hauptlage mit dem Brennpunkt F gilt folgender 12P.

Die Tangente und die Normale ¢7 und nr an par in
T" begrenzt mit der Parabelachse ein Dreieck AT X, X,, mit
dem Fliacheninhalt pn = yp - FT' (vgl. auch obere Abbildung!).

Verifiziere diesen Satz fiir den Punkt T(18]|12)!

[Nur zur Kontrolle(!): par: y? = 8z]



39

p—

Klasse: 7B(Rg) 18. 01. 2012

1. Schularbeit (zweistiindig)

Nachtragstermin fiir Cornelia BENES und Marianela AGUERO

/': -

par

B
B
3) Beziiglich der oberen Abbildung gilt stets die Formel |AF -BF = CF , wobei F den
Brennpunkt von par und t, bzw. tz die Tangente an par in A bzw. B bezeichnet.
Verifiziere [sig| fiir A(9/6) und B(36|yg<0)!
[Verwende notwendigenfalls(!) par: y*=4x.]
40) Klasse: 7B(Rg) 19. 01. 2012

1. Schularbeit (zweistiindig)

2. Nachtragstermin fiir Marianela AGUERO

3) Durch den Punkt T(1/—4) gelt genau eine Parabel par in erster Hauptlage mit
dem Brennpunkt F. Die Tangenten an par in P (siehe Abbildung!) und T schnei-
den sich in einem Punkt A, fiir den der folgende elementargeometrische Satz gilt:

Sat=. Die Koordinaten von A unterscheiden sich exakt um die x-Koordinate von F.
A

Kontrolliere die Giiltigkeit dieses Satzes am Beispiel von pa
[Zur Kontrolle(!): par: y*=16x]

41) Zeige am Beispiel der Parabel par durch T(9]12)
dass der nebenstehend abgebildete Schnittpunkt
V der Tangenten-tund t, der Spiegelpunkt von X
an T ist. Dabei ist M der Mittelpunkt der StrecKal.

)




42)Am Beispiel des Punkts A(100]400) ist der in nebsrender A
Abbildung illustrierte Sachverhalt zu verifizieredgss die Nor-
male n auf die Brennstrecke b=AF durch jenen PBnikiit

2 . .
Xp =22 Eﬁ%) die entsprechende Parabel in erster Haupt

lage u.a. in jenem Punkt B mi; =%+ schneidet, der auf
der gleichen Seite der Parabelachse liegt al®dekt A.

F
i -
43)Satz. Die Tangente tm Punkt P(x|yp) einer Parabel par in erster Hauptlage mit dem-Pa
meter p schliel3t mit den Tangenten t
undzan par in T(xa|yr) und Ta(Xlyz)
mity, = %;V;) undy, :% jeweils
par. einen spitzen Winkel von 45° ein, wobei

t und & aufeinander normal stehen.

Verifiziere diesen Satz anhand des
konkreten Punkts P(225|300)!

44) Fortsetzung der letzten Aufgabe: Verifizieredéan Flachen-

. . . 1 1p® +vy3 )3 A
inhaltp des Dreieck&ABC die Formelu=— ; Z 5!
4 2 -y2) P, H,

Fur die Aufgaben 45) bis 54) wichtig ist die folgen d par
Definition: Setzt man die Koordinaten eines Purkkia die
Spaltform einer Parabel par ein, so erhalt man d
sogenannte Polare p von P bezuglich par. Umgekeh P2
wird P dann als der Pol von p bezlglich par iobret.

45) Ein bemerkenswerter Zusammenhang zwischen olen Puein-
ander normaler Polaren ist in nebenstehender éinhg illustriert: \
Projiziert man zwei Pole;Rind B normal auf die Parallele
zur Direktrix d von par durch ihren Focus F, sshenh die
zugehorigen Polaren pnd p genau dann aufeinander nor-

mal, wenn<t HoLH;=90° gilt (H soll an Hypotenuse erinnejn! /
Dabei ist L der Schnittpunkt von d mit der Parabbke.

Verifiziere dies fur F(18]0),,R-36]48) und {27]|-27)!




46) Eine Parabelsehne AB einer Parabel par inrdisteptlage sei
gegeben, P bezeichne deren Mittelpunkt. Verifezemn Beispiel
der durch die Punkte 1(30|8) und 11(63|52) erzendtehne und
der Parabel mit dem Brennpunkt F(24|0), dass dli@® p von
P(%|yr) bezuglich par zur Parabelsehne parallel veriodt die
Spurpunkte X(xp|0) und Y,(0lye—Y2H(ya,Ys)) enthélt, wobei
H(ya,ys) das harmonische Mittel von yind y bezeichnet.

47)Liegen zwei Pole bezuglich einer Parabel pdrderen Scheitel kollinear, so schneiden einandezuhe-
hdrigen Polaren auf der Scheiteltangente von\pexifiziere dies anhand eines selbst gewahltenmiels

48) Liegen zwei Pole bezuglich einer Parabel paeawer Normalen zur Parabelachse, so schneidemean
die zugehorigen Polaren auf der Parabelachsefiifere dies anhand eines selbst gewahlten Bespiel

49) Zeige fur einen selbst gewéahlten Punkt die fRjkbit des \ P
nebenstehend illustrierten Satzes: Ist A ein Pairldr par
Parabel par mit dem Brennpunkt F und dem Schgijtel
P der Mittelpunkt der Brennstrecke AF, P~ die Nakm
projektion von P auf die Parabelachse sowie R Sgéee-
gelpunkt von P” an S, dann ist die Parallele pSaime
SA durch P”" die Polare von P bezglich par.

U

$=;— ==

50) Verifiziere anhand des konkreten Punkts A(258)1 ; ¢
die folgende Polarenkonstruktion des Mittelpurikts
der zugehorigen Brennstrecke AF (siehe Abbildung!)
Normalprojektion L von A auf die Direktrix d
Mittelpunkt M der Strecke SL
Schnittpunkt B~ des Brennstrahls AF mit par
Spiegelpunkt B von B” an der Parabelachse
Normalprojektion A”” von A auf die Scheiteltangente
Normalprojektion B”” von B auf die Scheiteltangente
Mittelpunkt C der Strecke A”"'B””
Dann ist die Tragergerade der Strecke
MC die Polare p von P bezuglich par.

ASANENENENENEN

A

N

51)  Verifiziere anhand der linken Abbifdudie
folgende Polarenkonstruktion der Normal-
projektion P eines Parabelpunkts A auf
die Direktrix d, und zwar fur A(1296|482)

» Schnittpunkt B des
Brennstrahls AF mit par
» Normalprojektion B von
B auf die Direktrix d
Dann ist die Parallele p zur Tangepte t
durch Bdie Polare von P bezuglich par.




52) Liegt die Tragergerade zweier Pole bzgl. eRemabel parallel zu deren Achse, so verlaufenwielzdrigen
Polaren zueinander parallel. Zwischen dem Absta@r beiden Pole;Rund B und dem Parallelabstand d del

beiden Polaren;und p besteht dann der Zusammenhand tbos ¢, wobei¢ den Steigungswinkel von p
und p gegenuber der Parabelachse bezeichnet. Verifidiesean einem selbst gewahlten Beispiel!

53) Verifiziere anhand der linken Abbildudig
folgende Polarenkonstruktion des Spiegel-
punkts P eines Parabelpunkts A am Brenn-
punkt F fUr einen selbst gewahlten Puxikt

Spiegelpunkt A" von A an der Parabelachse

Schnittpunkt T der Tangentg t

mit der Scheitelpunkttangente

Spiegelpunkt T" von T am Parabelscheitel S

Spiegelpunkt F* von F am Parabelscheitel S

Spiegelpunkt S” von S an F

Vierter Eckpunkt U des Rechtecks F'ST'U
Dann ist die Parallele p zw durch U die Polare p von P beziglich par.

v Vv

YV VYVYY

54) Projiziert man zwei Pole,Rand B beztiglich einer Parabel par auf eine Normale analielachse durch den
Spiegelpunkt ihres Scheitels S an ihrem Brennp(mé&tiurch die Punkte {und Q entstehen), so schliel3en
die Geraden durch S und wie S und gdie gleichen Winkel ein als die zugehoérigen Polgrennd p.
Verifiziere dies anhand eines selbst gewahltesBels!

s55) Parabelbeispiel aus einer WiederholungsprifundgXeb 2012
nach Ablegung jener Wiederholungsprifung hieriaddn!):

Klassen: TAG) /7BRe) - epriftliche Wiederholungspriifung 72

aus Mathematik (zweistiindig)
A

2) Rechts 1st eine Parabel in erster Haupt-
lage samt einem threr Punkte T abgebil-
det, in dem die Tangente t an die Parabel
gelegt wurde. Ferner 1st g die Parallele
zu t durch den Parabelbrennpunkt F,
welche die Parabel in den Punkten T,
und T, schneidet. Die Tangenten an die Pa-
rabel in T; und T, schneiden einander in S.
Verifiziere am konkreten Beispiel
des Punkts A(16|24) die Giiltig-
keit der folgenden Satzgruppe:

Satz 1. gs7 verlduft parallel zur Parabelachse.

Satz 2. TT, =4-8T



§3) AK "Differentialrechnung: O P T | M | E R U N G"

56)

"S C H A C H T E L P R o} B L E M":
Aus dem rechts unten abgebildeten rechteckigem4&agen
und 13cm breiten Karton (Achtung: Skizze nicht staBsge-
treu!) sind von den Ecken Quadrate derart wegziesdin, X
dass durch Aufbiegen der karierten Rechtecke @z &iner
oben offenen Schachtel von maximalem Volumen ehntstx X

a)Wie grol3 ist die Einschnitt-Tiefe x daher zu wahlen
(Nachweis des Maximums!) und welches maximale
Volumen ergibt sich daraus?

X

b) Zeige, dass der Mantelflachen- und der Gruct#a-
inhalt der volumsgréfdten Schachtel gleich grod'si

57)Bezlglich des Schachtelproblems [vgl. Aufg. 40a%d Wauullliiie - X
(Biiitttermanns Sprechweise) folgendes heraus: Mherka (wobeix X
a bzw. b die Lange bzw. Breite des urspringlidReohtecks be-

zeichnet), dann gilk = ¢ [€1+% —J1-1+ (L) j b . Verifiziere dies

fur a=45 und b=24! X
(a+b)’ —Va’ +b°

58)Zum Schachtelproblem [vgl. Aufg. 56)!] hat KittyediFormelx = 642D
a+

entwickelt, die es nun zu prufen gilt, und zwar konkreten Beispiel a=80 und b=17!

59)Zum Schachtelproblem [vgl. Aufg. 56)!]:
Um aus den weggeschnittenen Quadraten einen Decheduen, fehlen
12 X EL/D_ Flacheneinheiten, wobei x die Einschnitt-Tiefe Ghdlie Dis-

kriminante jener NORMIERTEN quadratischen Gleiaplwezeichnet, welche
beim Nullsetzen der ersten Ableitung der entsprrdbn Zielfunktion entsteht.
Bestéatige dies flir a=621 und b=96!

-
==
—

60)Zum Schachtelproblem [vgl. Aufg. 56)!]:
Fir die Volumsfunktion V und die Minimum-

stellex = @ gilt V(x) = V(a+bgzx/5) _
Verifikation fur (a|b)=(48|18)!




Absichtlich doppelt nummeriert, welnur fur jeweils eine Klasse NEU!
"
Die folgenden Aufgaben 61), 62) und 63) werden agiBn des Schuljahres 2012/13 freigeschalten:

61)Aus einer Wiederholungsprifung:
Bei Schachtelproblemen wie dem bekannten % ¥
—vgl. Aufgabe 56)! — (siehe Abbildung) gilt
de facto der folgende Satz: X X
Satz. Die Einschnitt-Tiefe ist immer
grol3er als 1/6 der Rechtecksbreite.
Uberpriife dies fir ein 96¢cm lan-
ges und 85cm breites Rechteck!

H X
62)Aus einer Schularbeit einer 7. Klasse (von 7A f):8 X X
Einem 104cm langen und 65cm breiten Rechteck
sollen von den Ecken Quadrate der Seitenlédnge x X X
derart weggeschnitten werden, sodass das Netz [« ! :K:( o0
einer oben offenen quaderférmigen Schachtel ¥ [ ‘;é@ ! ! ! oo -]
mit maximalem Volumen entsteht. ,}&( : R

a) Wie grof3 ist die Einschnitt-Tiefe x zu wahlen?
Weise das Vorliegen einer Maximum-

stelle sowie deren Eindeutigkeit nach! R . T
b) Verifiziere am konkreten Beispiel, dass finde |- >”§E" | el
Grundflacheninhalt G der volumsgrofdten Schach- ¥

tel ausgehend von der Lange a und der Breitesb d
urspriinglichen Rechtecks die schone Fof@iel 22 — /b EQ\/(a +b)° -va® +b° ] gilt!

62) Aus einer Schularbeit einer 7. Klasse (von TiB3A):

Einem 8 cm langen und 5 cm breiten Rechteck sollen von den Ecken Quadrate der Sei- 12P.
tenlinge = derart weggeschnitten werden, sodass das Netz einer oben offenen quaderférmi-
gen Schachtel mit maximalem Volumen entsteht (siehe mittlere Abbildung!).

hier: Abbildung zu den Aufgaben 60) und'61

(a) Wie grofi ist die Einschnitt-Tiefe x zu wihlen? Weise das Vorlie-
gen einer Maximumstelle sowie deren Eindeutigkeit nach!

(b) Verifiziere am konkreten Beispiel, dass fiir dieses maximale Volumen 3P.
Vmax dann ausgehend von der Lange a und der Breite b des urspriing-
2r

lichen Rechtecks die schone Formel Vinax = 5 - [ab— (a + b)z] gilt.

63) Aus einer Nachtrags-Schularbeit einer 7. Klasse

Einem 240 cm langen und 51 cm breiten Rechteck sollen von den Ecken Quadrate der Sei- 15P.
tenlinge x derart weggeschnitten werden, sodass das Netz einer oben offenen quaderformi-
gen Schachtel mit maximalem Volumen entsteht (siehe mittlere linke Abbildung!).

hier: Abbildung zu den Aufgaben 60) ung!61

(a) Wie grofi ist die Einschnitt-Tiefe  zu wihlen? Weise das Vorliegen einer Maximum- 9P.
stelle nach und begrinde, warum nur eine der beiden Losungen x; und x5 brauchbar
ist.

.2 2
(b) Verifiziere am konkreten Beispiel, dass fiir das via Q(z,2z5) = 1/ "'1?2 definierte P,

quadratische Maittel von x; und z, die Gleichung Q(z,,x5) = % -/ F gilt, wobel
F gleich der Summe der Inhalte der gefdrbten Flachen ist (siehe mittlere rechie
Abbildung!).




§4) AK "STOCHASTIK Dichtefunktionen stetiger Zufallsvariabler"

Lol WS
¥) ‘:

sene stetige Zufallsvariable X mit dem Ereignisrdsf0;2] nach der Dichtefun
tion ¢ mit der Funktionsgleichungx) = & ffa5x” ~182x° +189x°) verteilt.

a) Zeige, dass tatsachlich eine Dichtefunktion votlieg

b) Ermittle die durchschnittliche Lebenserwartyngines HHs!

c) Ermittle die Standardabweichugvon X!

d) Bei wie vielen von 36 HHen weicht das Lebensaltarrmaximalo vonpu ab?

64)Das Alter von Heustadelhunden (HH, siehe rechte. Abbals in Dekaden gemez{
k

.

65)Wie langjahrige Untersuchungen ergaben, ist dieedsdauer bei der ersten einstiindigen
Mathematik-Schularbeit in ersten Klassen als im8&m gemessene stetige Zufallsvariable
X mit dem Ereignisraur@=[0;1] nach der Dichtefunktiog mit der Funktionsgleichung
o(x) = 263%™ ~99x® + 41x°) verteilt.
a)Zeige, dass tatséchlich eine Dichtefunktion votlieg
b)Berechne die durchschnittliche Arbeitszein Minuten!
c) Ermittle die Standardabweichuwgvon X (auch in Minuten)!
d)Bei wie vielen von 444 Erstklasslern weicht die ditbdauer um maxima von ab?

Aufgaben 66) bis 76):

Zeige jeweils, dass es sich um eine Dichtefunkgimer stetigen Zufallsvariable X mit
dem Ereignisraun®=[0;1] handelt, berechne den Erwartungswesbwie die Standard-
abweichungo von X und ermittle ferner die Intervallwahrscha&hkeit P(|X-|<[o)!

A N G A B E L O S U N G
LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL] LULLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL LD
E(X)#t V(X)=0°  P(|X-h<o)

~144
175

66) 0(x) = 5 [{286x™° -312x7 +119x*)

o|u

1
6

67) 0(x) = & [f143x™° - 308x° +213x?) z 3 s
68) ¢(x) = & [{220x° - 495x® +279x’ ) s 2 ~ iz
69) d(x) = 225 [{- 605x° +532x° +77x) z s s
70) ¢(x) = 2L [f~140x™ +1068x" +23x) 1 2 ~
71) o(x) = £ [{385%'2 ~1092x™ + 726x*°) 13 £l -
72) () = & [{L183x'2 -1716x™° +825x°) o 1 ~is

73) (x) = & [{455x*? -110x° +84x°) 1 1 <1



74) o(x) = & [f6097x'? — 7326x° +2205x"*)

75) 0(x) = 5k [~ 2040x** +3240x7 +711)

980

76) 0(x) = & [{455x'2 - 168x° +25)

Wien, im Oktober 2012.
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Dr.Resel, eh.



