Ubungsbeispiele fur die 2. Schular beit (zweistlindig)

yil (7A, Gymnasium, 2011/12) o= 3

Diese Beispiele sollen durch jene fir den ersten Teil des Kapitels /
"Differentialrechnung” relevanten Grundaufgaben {Herleitenund |
Anwenden der Summen-, Differenzen-, Ketten-, Potenz-, Produkt- | ~—
und Quotientenregel, ebenso der Diﬂ‘ermtiationsregeln fur die %
elementartranszendenten Funktionen y=€*, y=Inx, y=sinx sowie =
y=cosx, Durchfiihren von Kurvendiskussionen [ Extrem- und o Y
Wendestellen inkl. Klassifikation selbiger, analytische Beschrei- \; =
bung von Tangenten (im Sinne der bestmdglichen Linearapproxi-
mation) an Graphen differenzierbarer Funktionen sowie damit
einhergehender Schnitt- und Winkel berechnungsaufgaben, Be-

H schreibung des Monotonie- und Krimmungsver haltens, Oskula- ™—__
tionseigenschaft der Wendetangente, verbales Erklaren und Be-
griinden sowie "Prognosen” von Kurvenverlaufen] anhand von
Polynomfunktionen (jinkl. dem Abspalten von Lésungen — vory j_,,-

W Gleichungen der Form f(x)=0 oder f'(x)=0 oder f " (x)=0, wobégl\

f die in Rede stehende Polynomfunktion bezeichnet — mitteld

[x}4

2)

3)

4)

5)

= HORNER-Schemal) dritten bis sechsten Grades (wobei mit steigen-

X dem Grad vermehrt nur mehr Sondertypen zu behandeln sind) so-
wie rationalen Funktionen (ohne Graph)} fihren, diedu bei der el
2weiten Schularbeit in jedem Fall unter Beweis stellen wirst miissen.

flx) f(x) flz)

/\/ N 5 S g

ACHTUNG! Ein bloRRes "Auswendiglernen" der Beispiele ist sicher keine ausreichende Vorbereitung, da du
deine erworbenen Kenntnisse bel der Schularbeit auf Problemstellungen anzuwenden hast, die zwar nicht
ganzich neuartig, aber zum Teil in der Form wie bei der Schularbeit gestellt in dieser Aufgabensammlung
nicht enthalten sind! Ein eigensténdiges L6sen dieser Aufgaben (bis auf jene, die wir in diversen Schullbun-
gen gemeinsam bearbeiten werden) ist eine absolute Notwendigkeit fiir ein angemessenes Ubungsprogramm!

—y

Bilde die erste Ableitungsfunktion der Funktion f mit der Funktionsgleichung und
Uberprife die Vertraglichkeit mit der Spaltform der Parabeltangente!

Bilde die erste Ableitungsfunktion der Funktion f mit der Funktionsgleichung |y = f(x) = kx| (wobei k
eine Konstante ist — Bedeutung von k?) und Uberpriife die Vertréglichkeit mit der seit der 4. Klasse
bekannten Bedeutung von k!

Bilde die erste Ableitungsfunktion der Funktion f mit der Funktionsgleichung (wobei ¢
eine Konstante ist) und Uberprife die Vertraglichkeit mit dem aufgrund des Funktionsgraphen von f
nahe liegend zu vermutenden Resultat!

Uberlege (n wir gemeinsam im Unterricht!), wie man die Summen- bzw.
Differenzenfunktion zweier differenzierbarer Funktionen differenziert!

Bilde die erste Ableitungsfunktion der Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f(x) = Jx [und
Uberprufe die Vertraglichkeit mit der Spaltform der Parabeltangente!




6) Um analytisch die Tangente an einen Kreis zu bestimmen, gehe(n wir im Unterricht!)
von der Kreisgleichung |k : x° + y* = r* (*)| ausund tiberlege(n wir), wie man die
(eine der!) durch Auflésen von (*) nach y resultierende(n) Funktion(en!) differenziert!

7) Bilde die erste Ableitungsfunktion der nattirlichen Exponentialfunk-

tion, also der Funktion f mit der Funktionsgleichung |y = f(x) = €]!

8) Bilde unter Verwendung der in Aufgabe 7) gewonnenen Differentiationsregel so-
wie der [EIIENREGEN di e erste Ableitungsfunktion der natiirlichen Logarith-

musfunktion, also der Funktion f mit der Funktionsgleichung |y = f(x) = Inx!
9) Alternative zu Aufgabe 7 (_):

Bilde unter Verwendung der in Aufgabe 8) gewonnenen Differentiationsre-

gel sowie der [KIEIMENREGEN die erste Ableitungsfunktion von y=f(x)=¢

AuRere allgemeine kritische Gedanken (iber diese Vorgehensweise!

10) Bilde unter Verwendung der in Aufgabe 8) gewonnenen Differen-
tiationsregel sowie der [KEIMENREGEN i e erste Abl eitungsfunktion

von (a 1R beliebig, "allgemeine Potenzfunktion")!

11) Beweise unter Verwendung des " Trigonometrischen PY THAGORAS" (5. Klasse!) sowie der
RERERREERN die Differentiationsregeln [D(sinx) = cosx| sowie [D(cosx) =—sinx!

12) Uberlege (n wir gemeinsam im Unterricht!), wie man die Produktfunktion zweier
differenzierbarer Funktionen differenziert (Aufgabe 8 und [KETIENBEGEN verwenden)!

13) (HAUSUBUNG!):  Uberlege dir, wie man die Quotientenfunktion zweier differenzier-
barer Funktionen differenziert (Aufgabe 8 und [ETIENREGEN verwenden)!

Fur Denker eine zweite (von vielen weiteren) Variante(n): Gehevon y =¥ aus, mache diese
VLWLLLLLLLL LV VLV VLU LU LU LU LU LU L LD Funktionsgleichung bruchfrel und ver-
Auswahl an "hochgradig Denkverdéachtigen” ... © wende die Produktregel (Aufgabe 12)!

(... auchalssie—wie z. T. auf diesen Fotos noch jiinger waren ...)
i i = "7'.- F ‘ 1_. '

14) Leite aus der Produktregel die sogenannte "REGEL
VOM KONSTANTEN FAKTOR" ab, indem du eine der bei-
den "Faktorfunktionen" mit einer Konstanten belegst.
Wo liegt der Unterschied zu einem konstanten Summand?

15) Differenziere die Tangensfunktion!

16) Differenziere: y = f(x) = x* — 4x® + 27

17) Differenziere y = f(x) = —x* + 23 - 2tx + t

18) Fortsetzung von Aufgabe 17): Lose die Gleichung f#(x) = 0!

19) Differenziere: y = f(x) = x* + qx° + > + g’ + ¢



20) Fortsetzung von Aufgabe 19): Lose die Gleichung f#(x) = 0!
21) Differenziere: y = f(x) = x* — 8tx® + 18t32

22) Fortsetzung von Aufgabe 21): Lose die Gleichungen f¢(x) = 0 sowie f#(x) = 0!
23) Differenziere; y = f(x) = x* — 11x?

24) Fortsetzung von Aufgabe 23): Lose die Gleichung f (x) = f#(x)!

25) Differenziere: y = f(x) = x* — 12x° + 30x? + 100x + 57

26) Fortsetzung von Aufgabe 25): Lose die Gleichung f#(x) = 0!

3

27) Differenziere und |6se die Gleichung f¢(x)=0: y = f(x)= =

X2 +6x+12

28) Differenziere f " (x) aus Aufgabe 27) nochmals und |6se die Gleichung f#(x) = 0!

2

29) ... Differenziere und I6se die Gleichung fi(x) = 0: ¥ = f(x)= -2

49x2 -972 x + 6804

30) Differenziere: y = f (x) = 22

x2+432

31) Differenziere f " (x) aus Aufgabe 30) nochmals!

32) @) Zur Entspannung zwischendurch (Niveau SABCDE, 2007/08! © ):
Multipliziere aus: (x>~3x—54)-(x—18)=...
b) Differenziere f " (x) aus Aufgabe 29) nochmalsund |6se die
Gleichung f#(x) = 0 unter Verwendung von Aufgabenteil a)!

33) Differenziere; y = f(x)= 2%

x2+363

34) Differenziere f " (x) aus Aufgabe 33) nochmals!

35) Rechne nach, dass die Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f(x) = x*€* die Bedingung
y~ -2y +y=2¢|("Differentialgleichung") erfiillt.
LWLV LD
Man sagt in diesem Zusammenhang
auch, dassf eine (partikul&re) Losung
der Differentiagleichung ist. (Wie man
Differentialgleichungen 16st, lernst du —wenn
Uberhaupt! — erst auf der Universitét!)

36) Zeige, dassy = f(x) = €"-sinx eine partikul &re Losung
der Differentialgleichungy”™ —2y” + 4y = 0 ist!

37) Zeige, dass unabhangig vom Parameter t in der Schargleichung y = 32 xx® + tx? + 24/3xt?x + 4t°
y eine partikuldre Lésung der Differentialgleichung ytxytxy® =y ist.

38) Zeige, dass y = f(x) = % + % eine partikul &re L6sung der Differentialgleichung y#? = y + x? ist!



39) Differenziere: y = f(x) = x* - 4x® + 6x>

40) Fortsetzung von Aufgabe 39): Lose die Gleichung f m(x) =0!
41) Differenziere: y = f(x) = x® -10x* + 30x°

42) Fortsetzung von Aufgabe 41): Lose die Gleichung f#(x) = 0!
43) Differenziere: y = f(x) = x® - 5x* +15x?

44) Fortsetzung von Aufgabe 43): Lose die Gleichung f#(x) = 0!
45) Differenziere: y = f (x) = x® - 6x° +10x*

46) Fortsetzung von Aufgabe 45): Lose die Gleichung f #(x) = 0!
47) Differenziere: y = f(x) = x® - 39x° + 360x*

48) Fortsetzung von Aufgabe 47): Lose die Gleichung f#(x) = 0!

_pX+px+p’
px +1

49) Differenziere: y = f(x)

50) Fortsetzung von Aufgabe 49): Lose die Gleichung f¢(x) = 0!

X7+ 2x+1

51) Differenziere: y =f(X)= ————
) y=t{x) X% +6x+3
52) Fortsetzung von Aufgabe 51): Lose die Gleichung f¢(x) = 0!

2
53) Differenziere: y = f(x) = %X 237)(2 ++11
X

54) Fortsetzung von Aufgabe 53): Lése die Gleichung f w(x) =0!

2
55) Differenziere: y = f(x) = L?_X;C
X

56) Fortsetzung von Aufgabe 55): Zeige, dass fir die Lésungen x; und x, der Gleichung f¢(x) =0 die
Beziehung x;- X = =1 gilt! (Hinweis: VIETA-Gruppe 5. Klasse)

X
x3+1

57) Differenziere: y =f(x) =



58) 1. Fortsetzung von Aufgabe 57): Rechne nach, dass f @(— V3- 1) = f¢(— J3+ 1) gilt!
59) 2. Fortsetzung von Aufgabe 57): Lése die Gleichung f#(x) = 0!

: : X? - 4x+3
Diff cy=flX)=—5——
60) Differenziere: y = f(x) 3

61) Fortsetzung von Aufgabe 60): Lése die Gleichung f m(x) =0!

126 |

62) Differenziere sowohl y = f(x) = {xx+/x asauch y =g(x) = =

63) Lose die Gleichung f (x) = g(x) und berechne fiir die Lésung x jeweils f¢(x) und gi(x)!
Welchen Schluss ziehst du aus diesen beiden Resultaten?

4

64) Uberpriife, dass die rationale Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f (x) =

x+1
: L : . : by y*
eine partikuldre Losung der Differentialgleichung yt = — - = ist.
X X
65) Verifiziere, dass die rationale Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f (x) = ( X1)3
X +
. S . , . . 3 2y .
eine partikulére Losung der Differentialgleichung yt = ;- — ist.
(x+2)"  x
3
66) Kontrolliere, dass die rationale Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f (x) = ( X 2)2
X —_
. . . o . . : _ly 2y 8x .
fur x 1 IR"\{2} eine partikuldre Losung der Differentialgleichung yt = /= - — - W ist.
X X X -
67) Zeige, dass die rationale Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f (x) = ( X1)5
X +
: e , . . _ 5 4y .
eine partikulére Ldsung der Differentialgleichung yt = ( 1)6 -— idt.
X + X
2
68) Weise nach, dass die rationale Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f(x) = — ]
X

eine partikulare Losung der Differentialgleichung yt = 2y 5x°y? ist.
X

5

69) Beweise, dass die rationale Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f(x) = X+ :
X
: L : L 5y y* .
eine partikulare Losung der Differentialgleichung yt = — - = ist.
X X



3

70) Uberpriife, dass die rationa e Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f (x) = 1
X
2

2y .y

eine partikulére Losung der Differentialgleichung yt = ~ + e ist.

X

b1

71) Verifiziere, dass die rationale Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f (x) =

Vg

eine partikuldre Losung der Differentialgleichung yt = ——
b +1f X

72) Satz. Jeder Vertreter der durch die gerahmte Gleichung
definierte Kurvenschar weist genau zwel Extrem- y =f (X)

punkte auf, die auf der Parabel p [p: y=2-x?] liegen. t
Verifiziere diesen Satz fur f; und klassifiziere die Extrempunkiel

_x*+3t?
X + 12

73) Diskutiere die Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f(x) = x® — 3x? — 504x.
74) Diskutiere die Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f(x) = x3 + 6x* — 135x.
75) Diskutiere die Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f(x) = x® — 39x? + 360x.

76) In nebenstehender Abbildung ist folgender Lehrsatz der Analysisillustriert:

S ATZ.| 9 Ni(@l0), No(bl0) und No(cl0) dle 1
*1 Nullstellen einer Polynomfunktion
dritten Grades f und ferner P;(x1[f(X1)), : 50
P2(X2|f(X2)) sowie P3(X3|f(X3)) samt ihren
Tangenten ty, to und t3 an G in Py, P>

und P; jene Punkte auf G, die durch
X, = &P, X, = ¢ sowie X, = ¢ fest-
gelegt sind, dann gelten stets die In-
zidenzen N3 t1, N1 | to sowie N, | ta.

Verifiziere diesen Satz anhand der Funktion f mit der
Funktionsgleichung y = f(x) = x® —x? — 37x — 35.

2
77) Zeige, dass fur die zweite Ableitungy”” vony = X :;
X

die Darstel -

2
lung vy~ = ZXLbs gilt. Was folgt daraus differentialgeometrisch?

(x+b)



78) Gegeben ist die Polynomfunktion dritten Grades mit der Funktionsgleichung y = f(x) = x* — 2x2,

a) Skizziere den Graphen G ("Kurvendiskussion light™)!

b) Rechne nach, dass G; von der Tangente an G im Kurvenpunkt P(1[f(1)) nochmals im Hochpunkt
geschnitten wird.

c) Kontrolliere durch Rechnung, dass die Kurvennormale n an G; in eben-
jenem Punkt P durch die rechtsseitige Nullstelle von f verlauft und be-
rechne auch die Koordinaten des dritten Schnittpunkts von n mit Gy!

79) Diskutiere die Funktionen f und g mit A/ 7 4
Inebenstehenden Funktionsgleichungen Y = f (X) = —x{X"-4x+3
und verifiziere, dass G und G4 einander im gewohn- 5
lichen Wendepunkt von G4 rechtwinklig schneiden!

80) Beweise, dass jede Kurve aus der Kurven- _ _ 7 4 3
schar mit der Gleichung |y = —x* + 2 - 2tx +{ y - g(X) = —X (X - 4x° + 27
genau zwel Wendepunkte besitzt und berech- 56
ne deren Koordinaten in Abhangigkeit des Scharparameterst!

81) a) Weise nach, dass die Kurven mit den Gleichungen y = x* —4tx® und y = 18t°x* — 108t + 135t*
einander im gemeinsamen Tiefpunkt T oskulieren und berechne die Koordinaten von T in
Abhangigkeit des Scharparameterst!

b) Begriinde, warum die beiden Kurven noch einen zweiten gemeinsamen Punkt S aufweisen miissen
und berechne dessen Koordinaten (wiederum in Abhangigkeit von t).

82) |

In obiger Figur ist der Graph der Funktion f [y = fla) = #*e — 6)(x — 12)7] zusammen it
ihrem Hochpunkt H sowie einem Tiefpunkt T abgehildet. Berechne deren Koordinaten!

83) Zur Entspannung ein klein wenig reine Rechentechnik fir zwischendurch:
Differenziere die Funktion f mit der Funktionsgleichung y=Ff(x)=x>(x—4)-(x—7)
84) Fur dievia y = x* —8tx® + 18t>x? festgelegte Kurvenschar sind folgende Punkte zu bearbeiten:

a) Beweise, dass jeder Vertreter der Schar einen Sattel punkt aufweist.
b) Welche Aussagen lassen sich aufgrund von a) tiber Nullstellen, Extremstellen und weitere Wendestellen treffen?
c) Quantifiziere deine Erkenntnisse aus a) und b)!

+d) Zeige, dass die Wendepunkte der Kurvenschar auf den Kurven mit den Gleichungen Y = 1xx* und y = 11x* liegen.



85) a) Zeige, dass die Graphen der Funktionen f und g mit den Funktionsgleichungen
ly = f{ix) = 2x"| und |y = g(x) = 32x’ + 10x’| einen gemeinsamen Tiefpunkt T be-
sitzen (Achtung! Auch mit Briichen muss nach wie vor gerechnet werden kénnen!),
also einander in T berithren. Wie viele Schnittpunkte fallen daher zusammen?

b) Begriinde, warum I'; und I', wegen a) noch einen weiteren Schnittpunkt S aufweisen miissen,
berechne seine Koordinaten und zeige, dass I'rund I', einander in S rechtwinklig schneiden.

86) Die Polynomfunktionen f und g mit den

Irechts angefiihrten Funktionsgleichungernl y=f (X) = ix (x"' ~-12x°3 + 30x? +100x + 57)
weisen offensichtliche Ahnlichkeiten auf. 80

a) Welche gemeinsamen Eigenschaf - -1
ten (bis auf den Grad! ©) lassen y= g(x) = —X(X4 - 12x°% +30x* - 28x - 167)
sich apriori feststellen? 80

b) Diskutiere beide Funktionen, wobel die exakte Bestimmung der Nullstellen von g unterbleiben kann.

87) Die Graphen der Polynomfunktionen f [y=f(x)=650x"(x-25)]
g [y=f(x)=x>(x-21)?] sind in der unteren Figur abgebildet.

a) Ordne zunédchst jedem Graphen die entsprech-
ende Funktionsgleichung zu (Begrindung!).

b) Zeige, dass eine Extremstelle eine der beiden Funktionen
mit einer Wendestelle der anderen Funktion zusammenfallt.

c) Betragt der kleine gefarbte Teil mehr oder weniger als 10%
des gesamten von den beiden Graphen begrenzten Gebiets?

Y+




88)

y+ i

In obiger Figur sind die Kurven mit den Gleichungen
y = 2 — 3x% und y = 327 — 9x abgebildet.

(a) Ordne der jeweiligen Kurve die entsprechende (c) Ermittle die Koordinaten der Endpunkte des grofiten vertikalen
Gleichung zu und begriinde deine Wahl jeweils! Durchmessers der von den beiden Kurven begrenzten Fliche!
= i =5

(b) Zeige, dass die beiden Kurven gemeinsame Nullstel-
len haben und einander in einer davon sogar beriihren!

89)

In obiger Figur sind die Graphen der Funktionen f und ¢ mit den Funktions-
gleichungen ¥y = f(z) = 2*(z — 5)° und y = g(x) = 42*(5 — x)* abgebildet.

(a) Berechne die Koordinaten von H; und H, und begriinde deine Zuordnungen!

90) y=f(x)=x3-3x2 und y=g(x)=-2x2+2x

sind die Funktionsgleichungen zweier

Polynomfunktionen, deren Graphen in -

nebenstehender Figur abgebildet sind.

a) Ordne den Kurven den jewells pas-
senden Funkttionsgraphen zu und
begriinde deine Wahl genau!

b) Zeige, dass die beiden Kurven
einander in den Extrempunkten
einer der beiden Kurven (Welcher?
Begrunde!) schneiden, von denen
eine auch eine gemeinsame Nullstelle
ist. Zeige ferner, dass eine andere
Nullstelle ebenso die Wendestel -
le der anderen Funktion ist!




91) |
v+ /

I+

In obiger Figur sind die Kurven mit den Gleichungen

— 2% — 428 und y — —2* + 82° _ 162? abgebildet.
y=r -dmundy=-—r+or ¢ abgebrde (©  Zeigeferner, dassdie beiden

(a) Ordne der jeweiligen Kurve die entsprechende K_UfVen _einandef f_ef nerin
Gleichung zu und begriinde deine Wahl jeweils! einem Tiefpunkt einer qller

, . , _ ] _ beiden (Welcher? Begriin-

(b) Zeige, dass die beiden Kurven gemeinsame Nullstel- de!) Kurven schneiden!

len haben und einander in einer davon sogar beriihren!
92) Eine (von funf) Aufgabe(n) aus einer dreistindigen Schularbeit (< 3 Stunden Arbeitszeit):

Eine Polynomfunktion vierten Grades f, deren Graph durch den Koordinatenursprung
verlauft, erfiillt die Differentialgleichung vy =y +x2.
(a) Ermittle die Funktionsgleichung von f [Res.: y = x"/144 + x%/6].
(b) Diskutiere die Funktion und zeichne ihren Graphen.
(c) Zeige, dass die Wendetangentenabschnitte zwischen den Schnittpunkten mit
dem Graphen von f einander in ithrem Schnittpunkt im Verhéltnis 3:1 teilen.

93) Nebenstehend ist der Graph der
Polynomfunktion f mit der Funktions-
gleichung y=f(x)=x*—21x3+108x>
zusammen mit seinen Kurvenpunkten
P(6]f(6)) und R(4|f(4)) abgebildet.

a) Stelle eine Gleichung der Tangen-
te tp auf und zeige, dass sie durch
die groRte Nullstelle von f verlauft.

b) Berechne die Koordinaten des
in der Abbildung eingezeichne-
ten Schnittpunkts P’!

c) Stelle eine Gleichung der Gerade
g durch die Punkte P’ und R auf
und begrinde, dass es sich um
eine Tangente an Gs handelt.
Wie lauten die Koordinaten
des Beruhrungspunkts Q?




94) Stelleim Punkt P(1|yp) des Funktionsgraphen G der Funktion f mit der Funktionsgleichung

y = f(x) =x* + 6x3 + x* eine Gleichung der Tangente tp an G; auf!

b) Berechne die Koordinaten weiterer gemeinsamer Punkte von tp und Gs.
Wasfalt dir auf? Verbalisiere deine Erkenntnis und ziehe daraus Schltisse sowohl

i. (differential)geometrischer
asauch

ii. lerntechnischer Natur (Wie kannst du unter Verwendung dieser Erkenntnis deinen
geschétzten Sitznachbarn sofort mit einer parallelen Ubungsaufgabe begliicken?)!

95) Satz. Jeder Vertreter der durch die gerahmte Gleichung
definierte Kurvenschar weist genau zwei Extrem-
punkte auf, die auf der Kurve k [k: y=4-x?] liegen.

x* +2048t"
=f =
y=fix)==—"¢

Verifiziere diesen Satz fur f1 und klassifiziere die Extrempunkiel

96) Nebenstehend ist der Graph
der Polynomfunktion f mit
der Funktionsgleichung
y=f(x) =V (x*—69x°+1080x?)
zusammen mit seinen Kurven-
punkten P(10]|f(10)) und
Q(36]f(36)) abgebildet.

a) Stelle Gleichungen der
Tangenten tp und tg auf
und zeige, dass beide
Tangenten durch den
Ursprung gehen.

b) Berechne die Koordinaten der

y+

-

X+

in der Abbildung eingezeichne-
ten Schnittpunkte P’ und Q’!




