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3. Fiir reelle Zahlen z > 0 und y > 0 sind A = ”_}y das arithmetische Mittel und G = /zy das
geometrische Mittel von z und y. Mit W = ‘/_i;*ﬂ wird das arithmetische Mittel von /z

und /7 bezeichnet.

Man zeige, dass

G<W2<A

gilt. Fiir welche z und y gilt G = W2 = A?

Theoriebaustein:

MITTELUNGLEICHUNGEN (,QAGH-UGL")

* Aus einem der nachsten Blicher eures Kursleiters (groRere Version der
Doppelseite auf eurer Undersite auf www.matheprof.at als pdf!):
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1 GEOMETRIE

4.8.2 Aus zwei mach drei (Dreiecke)

In diesem Abschnitt beweisen wir einen besonders hithschen Satz (welcher in
und 8. 33 abbildungsgeometrisch bewiesen wird), der in der unteren Abbildung visualisiert

E

Aus einem Entwurf
eines der nichsten
Biicher eures
Kursleiters:

Olympioniken,
speziell fiir Belinda
und Hamza hat
auch der Rest
bereits seinen Reiz!

A B D

wird: Ausgehend von zwei gleichseitizen Dreiecken mit einem gemeinsamen Eckpunkt

n a ckpunkt ent-

st, wobei wir

Lir herleiten, die es

ermoglicht, ausgehend von den Seitenlingen der Ausgangsdreiecke die Seitenliinge des
nenen Dreiecks zu berechnen.

Dazu koordinatisieren wir die /
C(—2a[2y/3 - a), D(4B[0) sowic £

cke AABC und ABDE via A{—4a]0), B(0]0)
w3 - b} und erhalten die via

ngsdr
12,3

4.8 Augensterne der Ceometrie 253

sowie

atb |
E e S22+
> |( V3 {a—b _)‘ e

woraus BF = BG

2ab+ B + 3a® —Gab+ 367 = 2. va? —ab+ I?,

TE folgt, OO

BeMERKUNG: | Wegen der Seitenlingendarstellungen
s1:={aapc=4a und sy == Eyppp = 4b
der beiden Ausg:

des aus ihnen herv

EF.BC und TG via

iecke AABC und ABDE kann man die Seitenlinge sy := fapgrg
henden Dreiecks ABFG aufgrund der obigen Berechnungen von

R ST
Vs 16

resp. wegen der Formel u® + v = (u+ v) - (4 —uv + v*) schlieBlich via

darstellen

v . E . . R
UBUNGSAUFGABE [ FUR DEN WERTEN L p SER: Man beweise fiir den via g == £GBC
definierten Winkel ¢ die schéne Darstellung

I flat+bp
cme =5 —.

=]

UFGABE £ FUR DE!

b =
. . sER:| Fir den via
o

y = LFHE definierten Winkel & beweise man die Kongruenz 1@ = ¢

. . E o
UnuncsAurGABE 3 PR DEN WERTEN L & sER:| Man beweise, dass die Geraden gap

tnd gop unablingig von den Seitenfingen = wnd s stets dic gleichen Winkel (niimlich
607 und 120°7) einschliefen

Fi=Mep und G = Mg

definierten nenen Punkte F und (7 somit durch F{—a+ 2bv/3-a) sowie G{—2a + by/3-b)

Daraus resultiert

e —ah + 17,

BF .( '\;‘@'7;‘:!’ )‘ V& —dab 1 A § BaE = 2

BG ‘( 'z,i'h)i Vi@ bt R 3R =2-V& —ab |
Vab J|

Coginnsfunktion, dass

gilt, indem man letztere Ungleichung,

zuriickfithre.

20 ihr dquivalente Ungleichung

(a—b-{a+b)>0
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- o E e .
UBUNGSAUFGABE 4§ FUR DEN WERTEN L & SER: Man beweise chne Verwendung der

Formel aus Ubungsaufgabe ! und damit ohne Gebrauch der Beschrinktheit der reellen
Cosinusfunktion, dass

I."IZ:r 5
rilt, indem man letztere Ungleichung auf die zu thr dquivalente Ungleichung

-

(o —bFP-(a+05) >0

zuriickfithre.

e Aullerdem eine schone Moglichkeit, aus der Losung der obigen Aufgabe
eine Faktorisierung fur a3+b? herzuleiten, und dies nicht nur durch
fantasieloses Ausmultiplizieren der MOMENTAN NOCH FEHLENDEN
rechten Seite der entsprechenden Faktorisierungsformel sowie eine
erste Annaherung an das PASCALsche Dreieck [(noch?) ohne sogenannte
Binomialkoeffizienten]

e Zur Herausforderung ein Beispiel aus einem Gebietswettbewerb (fur
Fortgeschrittene!):

37. Osterreichische Mathematik Olympiade

Gebietswettbewerb fiir Fortgeschrittene
27. April 2006

1. Es seien () < o < ¢ reelle Zahlen und

2ay _ T+ 22 + y?
—, G=yzy, A=——, =4/ '
T4y vy, 2 Q 2

das harmonische, gecometrische, arithmetische und quadratische Mittel von = und y. Bekannter-
maflen gilt H < G < A < Q.
Man ordne die Intervalle [H, G], [G, A] und [A, Q] aufsteigend nach ihrer Linge.

H =




