Ubungsaufgaben zur Ellipse
(Nichtlinear e analytische Geo-

metrieder Ebene, Teil 1) ¢

(7A, Gymnasium, Schuljahr 2011/12) :
Diese Beispiele sollen durch jene firr den ersten Teil der
nichtlinearen analytischen Geometrie (Teil 2 bzw. 3 betrifft
die Parabel und die Hyperbel!) relevanten Grundaufgaben
[Gleichungen von Ellipsen in Hauptlagen, Zusammenhang
~, zwischen a, b und e, Ablesen von a und b aus der Ellipsen-
gleichung, Reflexionseigenschaft und Tangenten, Berih-
rungsbedingung, Haupt- und Nebenscheitelkreis der El-
lipse, Ablesen des Ber tihrpunkts einer Ellipsentangente
aus der Spaltform] fiihren, die du bei der Schularbeit

im Oktober oder November 2011 in jedem Fall un-
ter Beweis stellen wirst miissen. Gutes Gelingen!!

Ein blof3es "Auswendiglernen” der Beispiele ist sicher keine ausreichende \/or-
bereitung, da du deine erworbenen Kenntnisse bei der Schularbeit auf Problemstellungen
anzuwenden hagt, die zwar nicht ganzlich neuartig, aber zum Teil in der Form wie bei der
Schularbeit gestellt in dieser Aufgabensammlung nicht enthalten sind! Ein eigensténdiges
Losen dieser Aufgaben (bisauf jene, diewir in diversen Schultibungen gemeinsam bear -
beiten werden) ist eine absolute Notwendigkeit fiir ein angemessenes Ubungsprogramm!

IAUFGABEN 1BIS3ZUR ELLIPSE;|

1) Welche Punkte einer Ellipse (a, b) haben von einem der beiden Brennpunkte den kleinsten bzw. groften Abstand?

2) Die neun Planeten Merkur, Venus, Erde, Mars, Jupiter, Saturn, Uranus, Neptun und Pluto

(Merkregel: [MlEIN V]aTER ERKLART MJIR JEDEN [SONNTAG[UNSERENEUN [PLANETEN!)

bewegen sich nach dem ersten KepLERschen Gesetz
auf Ellipsenbahnen, wobei einer der beiden Brenn- PLANET | UL AUFZETT o] APHELDISTANZ |PERTHELDIST.
punkte die Sonne ist. Das Perihel bzw. Aphel bezeich- - {n Mo kn) in Mo kn)
net dabei den sonnennéchsten bzw. sonnenfernsten Merkur | 88 69,4 45,6
Punkt des entsprechenden Planeten auf seiner Umlauf-| venus | 225° 108,3 106,7
bahn. In nebenstehender Tabelle findest du die ent- e AL5 o
sprechenden astronomischen Daten, wobel hier afir = - :
Jahr und d fur Tag steht. Mars 687 247,6 205,4
. a

a) Stelle eine Formel zur Berechnung der Halbach- [ 2*P2t=Ef 11,9 2108 [

senldangen aund b der jeweiligen Ellipse(nbahn) Saturn | 29,5 1497,3 1338,3

in Abhangigkeit der Apheldistanz A sowie der Uranis |5 2983,5 2719,1

Periheldistanz P auf. a

Neptun 165 4505,5 4429,6

b) Berechne unter Verwendung von a) dieentsprech-{ oy v | 2462 e i

enden Halbachsenlangen fur die Ellipsen(bahnen)
der neun aufgelisteten Planeten!

3) Informieredich (z.B. "Faszination Physik" —
der Schulbuchreferent &3t griflen! © —
oder Internetdatenbank!) tiber den Inhalt des
dritten KepL ERschen Gesetzes und kontrol- iy s
liere es anhand der Tabelle aus Aufgabe 2)! Perihel- Apheldistanz :

distanz




4)

5)

6)

7)

8)

9)

IAUFGABEN 4BIS 13 ZUR ELLIPSE;|

Eigentlich zahlt Pluto ebenso wie Ceres und Eris zu den sogenannten "Zwergplaneten". Berechne unter
Verwendung des dritten KEPLERSchen Gesetzes sowie der Daten aus der Tabelle die Umlaufzeiten von
Ceres und Eris, wenn Ceres eine Aphel- bzw. Periheldistanz von 446,8 Mio. km bzw. von 380,5 Mio.
km und Eris eine Aphel- bzw. Periheldistanz von 14593 Mio. km bzw. von 5662 Mio. km aufweist!

Bestimme zur vorgegebenen Ellipsengleichung die Werte von a, b und e sowie den Hauptlagentyp!
a) ell.: 9x®+4y* =36
b) ell.: 9x*+ 25y* = 900

Von einer Ellipse el in Hauptlage kennt man den Punkt P(4]2) sowie mit F»(2V6|0) einen Brennpunkt.
a) Berechne die Halbachsenléngen aund b von €ll!

b) (SPATER) Legein P die Kurvennormale an el und schneide diese mit der x- bzw. y-
Achse, was die Schnittpunkte X und Y liefert. Verifiziere den allgemeinglltigen

Satz, dass PX : PY = b?: a2 gilt!

Erlautere das Wirkungsprinzip des nebenstehend abgebil -
deten Nierenlithotripters, welcher eine genuine Anwen-
dung mathematischer Methoden in der Medizintechnik
darstellt und das Zertrimmeren von Nierensteinen ohne
chirurgischen Eingriff unter Verwendung von Stol3wellen
ermoglicht!

Sieh” im Internet nach, was du unter " FlGstergewdl ben”
findest und stelle einen innermathemati schen Zusammen-
hang zu Aufgabe 9) her!

Eine Ellipse ell in Hauptlage wird von der Gerade g [g: 3x — 2y = 90] im Punkt P(40Jy) rechtwinklig
geschnitten. Berechne die Koordinaten des zweiten Schnittpunkts von g und ell!

10) Von einer Ellipse ell in Hauptlage kennt man den Brennpunkt F,(20]0) sowie die Tangente t[1(5[21),

[1(30]1)]. Stelle eine Ellipsengleichung auf und berechne die Koordinaten des Bertihrungspunkts!

11) to[1(1]29), H(1717)] und to[I11(—1914), 1V (17]|17)] sind Tangenten an eine Ellipse in Hauptlage.

Stelle eine Gleichung der Ellipse auf und berechne die K oordinaten der Berthrungspunkte P und Q!

12) Dreheiin der Ellipse dl [ell.: 16x? + 25y? = 400] den rechten Hauptscheitel um +90° um den

Ursprung, E bezeichnet den gedrehten Punkt (der dann auf der positiven y-Achse liegt). Nun
verbinde E mit dem linken Brennpunkt von ell und lege auf diese Verbindungsstrecke die Normale g
durch E. Verifiziere, dass g eine Ellipsentangente ist und berechne die Koordinaten des
Bertuhrungspunkts T! Welche Lage hat T bezliglich des rechten Brennpunkts von ell? Beschreibe in
einem ganzen Satz!

13) Fir jedes von drei Tangenten einer Ellipse el (a, b) aufgespannte Dreieck ("Tangentendreieck” von

ell) DABC gilt folgender Satz: Bezeichnen d;, d, und ds die Normalabstéande des Ellipsenmittel punkts
zu den Tragergeraden der Seiten des Mittendreiecks DMagMgcMac sowie r den Umkreisradius des
Dreiecks DABC, dann gilt die Formel [2b?=4rd,d,dJ. Verifiziere diesen Satz anhand der Ellipse el
[ell.: 16x* + 25y* = 400] fiir jenes Tangentendreieck, welches durch die Tangenten an ell in ihrem linken

Hauptscheitel, ihrem unteren Nebenscheitel sowie im Ellipsenpunkt P(xP > 0|%) aufgespannt wird.



IAUFGABEN 14 BIS 22 ZUR ELLIPSE;]

14) Legt man durch den rechten Brennpunkt und den oberen Nebenscheitel D einer Ellipse el in erster
Hauptlage eine Gerade g, so haben g und el nebst D noch einen zweiten Punkt P gemeinsam, fir welchen

& 2 00
dann die Darstellung 22an| b ¢
2a”-b \b -2a°;

Verifiziere diesen Satz anhand der Ellipse ell mit der Gleichung ell.: 9x? + 25y? = 378225!

gilt (wobel e wie Ublich die lineare Exzentrizitét bezeichnet).

15) Fortsetzung von Aufgabe 14: Legt man in P die Tangente tp, so gelten folgende Sétze:
Satz 1. Das Produkt der Steigungen von g und tp ergibt stets den Wert —2.
Satz 2. Sind X und Y die Schnittpunkte von t, mit der x- bzw. y-Achse, so gilt stets die Gleichung XP:PY = [%X (% - g)]2

Verifiziere dies anhand der Ellipse aus Aufgabe 14)!

Nebenstehende Abbildung bezieht sich auf die Aufgaben 16 bis 18:

eingezeichnete Tangente parallel zu einer der beiden
Halbdiagonalen des Achsenrechtecks von ell verlauft!

16) Zeige anhand der Ellipse ell.: 4x? + 9y? = 72, dass die \

(e H

L
Va' +b*

® 3
17) Zeige anhand der Ellipse ell.: 3x? + 4y? = 300, dass die Tangentean €l in ng/ 4a -
a’+b

normal zur ansteigenden Diagonal e des Achsenrechtecks von ell verlauft.

18) Fortsetzung von Aufgabe 17: Verifiziere anhand der Ellipse aus Aufgabe 17), dass tp mit den Achsen

o : : N (a2 + bz)2
der Ellipse ein Dreieck mit dem Flacheninhalt o ab begrenzt.
& - 0
19) Die Tangente an eine Ellipse in erster Hauptlage (a, b) im Punkt Pga—;/g 2:\/3:
g

verlauft parallel zur Gerade durch den linken Hauptscheitel A und den Punkt H(alb).
Bestétige diesen Satz anhand der Ellipse €l.: x? + 4y* = 20!

20) Fortsetzung von Aufgabe 19: Verifiziere anhand der Ellipse aus Aufgabe 19), dass tp mit den
Achsen der Ellipse ein Dreieck mit dem Fl&cheninhalt 22 begrenzt.

21) Fortsetzung der Aufgaben 19 und 20: Mit den dort gewahlten Bezeichnungen gilt stets, dass

(1) das Dreieck DACH (wobei C der untere Neben-
scheitel von ell ist) den Flacheninhalt 32 aufweist,

(2) esgenau dann rechtwinkligin Cist, wenn el gleichseitig ist.

22) In einer Ellipse €l in erster Hauptlage wird der untere Nebenscheitel C mit dem Eckpunkt H(alb) des
Achsenrechtecks verbunden, P bezeichnet den zweiten Schnittpunkt von gcy mit ell. Dann gelten die
folgenden Sétze:

Satz1. CP:PH=4:1
Satz 2. gey schneidet ell in P rechtwinklig genau dann, wenn 3a?=8b? gilt.
Verifiziere diese beiden Sétze anhand der Ellipse ell.: 3x* + 8y? = 1200!



IAUFGABEN 23 BIS 28 ZUR ELLIPSE;]

23) Der Kreis um den Mittel punkt einer Ellipse el durch die Eckpunkte des Achsenrecht-
ecks schneidet die Achsen von ell in vier Punkten. Diese vier Punkte bilden ein
Quadrat, von dem zu zeigen ist, dass seine Seiten allesamt Tangenten von ell sind.

24) Giltin einer Ellipse in erster Hauptlage die fortlaufende Proportion|g2: €2: b2=3:2: 1|, soist die
durch den unteren Nebenscheitel verlaufende Gerade g mit der Steigung 1 auch Ellipsennormale.
Verifiziere diesen Satz am einfachen Beispiel der Ellipse ell.: x2 + 3y? = 3 und berechne in diesem Zu-
sammenhang auch die Koordinaten jenes Ellipsenpunkts, in dem ell von g rechtwinklig geschnitten wird.

25) Eine beliebige Ellipsentangente schneidet die beiden Hauptscheiteltangenten in den Punkten G und H.
Bewelse, dass das Produkt der Absténde von G und H sowohl zur Haupt- als auch zur Nebenachse der
Ellipse konstant ist.

26) Liegen die Eckpunkte eines Dreiecks auf einer Ellipse, so gilt folgender
Die Schnittpunkte der Tangenten an die Ellipse in den Eckpunkten des Dreiecks
mit der Tragergerade der gegentiberliegenden Dreieckseite liegen auf einer Gerade g.

Fir den Spezialfall, dass zwei der drei Eckpunkte die Hauptscheitel A und B einer Ellipse in erster
Hauptlage sind, gilt dartiber hinaus stets, dass sich die Steigungen von g und tc wie 2:1 verhalten.

Verifiziere all dies anhand der Ellipse [6ll.: 16x + 25y = 400], wobei Clx > 0[2) gilt.

27) Ausgehend von der Ellipse ell [ell: 9x* + 255" = 5625] sind auf .
die nebenstehende Abbildung bezugnehmend zu ermitteln:

a) die Koordmaten von B, F (rechtsseitiger Brennpunkt).
T (iiber F liegender Ellipsenpunkt), E und G (wobe1
M der Mittelpunkt des Viertelkreisbogens BE ist)

b) eine Gleichung der Tangente t an ell in T so-
wie der Nachweis des allgemeingiiltigen Sach-
verhalts, demzufolge t normal auf ger steht

28) Ausgehend von der Ellipse ell [ell: 4x? + 9y* = 900] sind auf
die nebenstehende Abbildung bezugnehmend zu ermitteln:

a) die Koordinaten des Eckpunkts S des Quadrats SCMR

b) die Koordinaten des Schnitt-
punkts T der Gerade gpg mit ell

¢) eine Gleichung der Tangente tanellin T
sowie der Nachweis des allgemeingiiltigen
Sachverhalts, demzufolge t normal auf gpg steht




IAUFGABEN 29 UND 30 ZUR ELLIPSE]]

29) In der Abbildung ist F' der rechtsseitige Brennpunkt der
Ellipse ell [ell.: 922 + 25y% = 5625], ferner gilt MR = b.
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(a) Zeige, dass die Geraden gac und gpg zueinander parallel verlaufen.

(b) Bestitige am konkreten Beispiel der vorliegenden Ellipse die
Formel 1 = % fiir den Flicheninhalt ;2 des Dreiecks AM Q' P!
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30) Ausgehend von obiger Abbildung sind fiir die Ellipse ell mit der Gleichung
ell.: 922 + 259? = 250000 folgende Aufgabenstellungen zu bearbeiten:

(a) Fiir den Punkt P(b|yp) ist eine Gleichung der Gerade gpp aufzu-
stellen. AnschlieSend sind die Koordinaten von ) zu berechnen.

(b) Stelle eine Gleichung der Tangente an ell in @ auf und berechne die Koordinaten von R.

(c) Verifiziere, dass BR = e gilt!
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31) Ausgehend von obiger Abbildung sind fiir die konkrete Ellipse ell mit der Gleichung
ell.: 922 + 2572 = 5625 die folgenden Aufgabenstellungen zu bearbeiten:

(a) Stelle in den Ellipsenpunkten P (iiber dem rechten Brennpunkt F) und Q(zglyg) mit
rg = bund yg < 0 Gleichungen der Tangenten auf.
(b) Berechne die Koordinaten des Schnittpunkts S.

(c¢) Kontrolliere, dass die Gerade grs zur Gerade gy ;g parallel verlduft!
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32) Ausgehend von obiger Abbildung ist fiir die konkrete Ellipse ell mit der
Gleichung ell.: 922 + 25y = 5625 zu verifizieren, dass der Schnittpunkt
() auf der Gerade g durch F' mit dem Steigungswinkel o = 45° liegt.

elf

X+

33) Ausgehend von obiger Abbildung ist fiir die konkrete Ellipse ell mit der
Gleichung ell.: 922 4 2512 = 810000 zu verifizieren, dass fiir den Flichen-
inhalt x4 des gefiarbten Dreiecks AQ,P,S die Formel p1 = 3= (e — b)? gilt.
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34) In obiger Figur ist die Ellipse ell [ell:922 4 25y? = 5625] abgebildet, an deren Beispiel verifiziert
werden soll, dass pisorp = piarpep —2- pivrpy gilt (Oder du fithrst einen Beweis dieser Formel!)

und ferner die Punkte M, R und G kollinear liegen.

35) In Zusammenhang mit der gerahmten Abbildung
sind anhand der Ellipse ell [ell: 9x2+25y2=1512900]
die folgenden Aufgabenstellungen zu bearbeiten bzw.
elementargeometrischen Lehrsétze zu verifizieren:

(a) Ermittle die Koordinaten des zweiten gemeinsa-
men Punkts T von ell mit gcr und stelle eine
Gleichung der entsprechenden Tangentet auf!

(b) Zeige, dass P Tt gilt.

(c) Setze Findie Spaltform von ell ein und zeige, dass Q auf der dadurch entstehenden Gerade liegt.
P

36) In der rectren Abbildung ist die Ellipse ell mit der

Gleichung ell.: 9x* + 25y° = 5625 zusammen
mit weiteren Punkten und Tangenten abgebildet.

Fiir den in der Abbildung eingezeichneten Punkt
T(x1lyr) gilt dann fiir die Fldcheninhalte 11, und
u; der Dreiecke APQR und AACT die Proportion £

Wy py =+ -+ wobei a und b die Halbachsenléngen von ell bezeichnen. Rechne dies nach!

37) In nebenstehender Abbildung gilt MR =b , F ist der rechts-

seitige Brennpunkt von ell. S ist der Schnittpunkt der Nor-
malen an ell in P und Q. Unter diesen Voraussetzungen be-

sagt e allgemeingiiltigerLehrsatz, dass <EMS=90° gilt.

Verifiziere dies am Beispiel der konkreten Ellipse
ell mit der Gleichung ell.: 9x*+25y" = 6890625!
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IAUFGABEN 38BIS40 ZUR ELLIPSE:]

38) In nebenstehender Abbildung gilt MR =b , F, ist der
rechtsseitige Brennpunkt von ell, F; der linksseitige.
P und Q liegen unmittelbar {iber R und F». Fiir den

Fldacheninhalt p des Dreiecks AF;PQ gilt dann die = p
allgemeingiiltige Formel p=1-|y, — yQ‘ : (ﬁ + ﬁ] Q
Verifiziere diese Formel anhand der konkreten
Ellipse ell mit der Gleichung ell.: 9x* + 25y* = 22500!
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39) Ausgehend von obiger Abbildung ist fiir die Schnittpunkte R(xg|yr) und S(zs|ys) zu zeigen,
dass xp = e —b und ys = b + yp + yo gilt, und dies optional allgemein (Beweis!) oder am
konkreten Beispiel der Ellipse ell.: 922 4 25% = 5625.

40) In obiger Abbildung liegen die Ellipsenpunkte @ und R derart iibereinander, dass
der Mittelpunkt Mg der rechtsseitige Brennpunkt der Ellipse ist. P und T lie-
gen derart spiegelbildlich zum Ellipsenmittelpunkt, sodass |zp| = |zp| = b gilt.
Zeige am konkreten Beispiel der Ellipse ell [ell: 922 + 25y% = 90000], dass fiir den Schnitt-
punkt {S} = gpr N ggr die Darstellungen x5 = - (a + yp) und ys = 2 - b+ yp gelten!

(=



IAUFGABEN 41 BIS45 ZUR ELLIPSE]]

41) Ausgehend von der Ellipse ell [ell: 9x* + 25y* = 5625] sind auf ~
die nebenstehende Abbildung bezugnehmend zu ermitteln:

a) die Koordinaten von A, C und F (rechtsseitiger Brenn-
punkt) sowie des iiber F liegenden Ellipsenpunktes T

b) der Flicheninhalt 1y des Dreiecks AACT inkl. Uberprifung

der allgemeingiiltigen Formel | H; = % : (a +b+ e) . wobei
a bzw. b bzw. e (wie iiblich) die halbe Haupt- bzw. Nebenachsen-

lange bzw. die lineare Exzentrizitit (Brennweite) von ell bezeichnet. Yy

¢) der Flacheninhalt 11 jenes Dreiecks, welches durch die Tan- ) .
genten an ell in den Punkten A, C und T gebildet wird inkl. -

)

Uberpriifung der allgemeingiiltigen Formel |H, = = My R

42) Analog zu 41), nur dass jetzt der linksseitige Brennpunkt betrachtet wird (| Ly = % : (a +b- e) usw.)

43) Der linke Hauptscheitel P, beide Nebenschei-
tel Q (unterhalb der x-Achse) und S (oberhalb
der x-Achse) sowie der iiber dem rechtsseitigen
Brennpunkt F liegende Punkt R der Ellipse ell
[ell: 9x” + 25y” = 5625] bilden ein Ellipsenviereck PQRS,
fiir welches die Punkte {S;} = gps N gor, {S2} = pg [ Ers
und {S;} = gpr (1 ggs zu berechnen sind. Setzt man S;, S; und S; in die Spaltform von ell ein, so entstehen
drei Geraden py, p. und ps (Wen's interessiert: Man nennt diese Geraden dann die Polaren von S, S, und
S; beziglich ell. Genaueres kannst du — bei Interesse! J — im 7D-Bereich von 2008/09 auf
www.matheprof.at nachlesen!). Verifiziere am konkreten Beispiel den folgenden Satz:

SATZ|SreP A S3EP) A S1EPr A S3epPr A S1EP3 A SrepPs

44) Zeige:  Fiir jeden von A(x,<0|0) und B(x5>0/0) verschiedenen Punkt P auf der Ellipse ell [ell.: b’x” + a’y’ = a’b’]
liegt der Hohenschnittpunkt H des Dreiecks AABP auf der Ellipse ell” [ell: a’x* + b’y* =a"].

45) Ein Auszug aus ...
Klasse: 7D(Rg) 26.11. 2008

Schularbeit (zweistiindig)

Pflichtmodul PM3: Nichilineare analvische Geomerrie der Ebene (und komplexe Zahlen)
Nachtragstermin fiir Manuel FCRHOLZER und Tina VORSTANDLECHNER

1) a) Stelle eine Gleichung jener Ellipse ell in Hauptlage auf, welche im Punkt T(3|y;) von
der Gerade t [ t: x+3y = 15] beriihrt wird. (Zwischenresultat: ell.: 4x* + 9y* = 180)

b) Emmittle die Koordinaten der Brennpunkte F, und F, von ell und verifiziere am konkre-
ten Beispiel den allgemeingiiltigen Satz, demzufolge fiir das Produkt d;d, der Normal-
abstinde von t zu F; sowie F, die Formel d,d, = b’ gilt, wobei b die halbe Nebenach-
senldnge von ell bezeichnet. Fertige eine saubere Skizze an, welche diesen Satz illustriert!




IAUFGABEN 46 BIS49 ZUR ELLIPSE!]

X+

46) Sind P und Q wie in nebenstehender Abbildung jene
Punkte auf einer Ellipse in erster Hauptlage mit

—b und xq=€, so verlauft die Gerade geq pa- P

raIIeI zur Gerade goe, wobei PQ : OE = b€ gilt.
Verifiziere dies fur die Ellipse ell [ell: 9x2+25y2 5625]

47) Ein Auszug aus ...

Klasse: TA(Rg) 20.12. 2002

2. Schularbeit (zweistiindig). Gruppe A
Aufgabe 1 (Ellipse): 1 Df - -

In nebenstehender Abbildung
isl eine Ellipse ell sowie einer

trillustriert. Letztere begrenzt r
zusammen mit der linken bzw.
oberen Scheiteltangente ta ~ t.
bzw. to ein Dreieck AQRS,

welches in die Dreiecke

FAP.ST 'F-_\DTO 'FAADR

AAST, ADTQ , AADR und

. F _ 7.
AATD unterteilt werden kann. AADT F, o

< i
Dann 146t sich der Flacheninhalt F sapt des Dreiegks AADT
durch nebenstehende allgemeingiiltige Formel berechnen.

Verifiziere diese Formel fir jene Ellipse in Haupt-
lage, welche in P(xp[12) von te[te: 16x + 15y = 500]
beriihrt wird. Wahle fur T den Punkt T(xt|-16)!

48) Batz.Sind C und D die Nebenscheitel einer Ellipse ell in erster Hauptlage. fiir

welche e = b2 gilt sowie E ein beliebiger Punkt auf ell. so verlduft die o
EULERsche Gerade! des Dreiecks ACDE parallel zur Nebenachse von ell. | e

Verifiziere diesen Satz fiir den Punkt E(9|3)!

49) Nebenstehende (Zumutung® einer! @ ) Skizze illustriert eine
Tangentenkonstruktion fiir die Tangente tp an ell (erste Haupt-
lage, halbe Haupt- bzw. Nebenachsenldnge a bzw. b) in P.

Beweise diese Konstruktion oder/und(!) tiberpriife sie fiir P(1 5|yp— 0) und |e11.: 16%°+25y" = 10000|.'

Anmerkung: Dein matheprof{_at) und Albert EINSTEIN (1879—1955) verdecken deshalb emen Teil des Textes, weil du
zunichst selbst probieren soll(te)st, die 1llustrierte Konstruktion ohne zusitzliche verbale Beschreibungen
nachzuvollziehen. Fiir alle Fille findest du diesen Textte1l ohne Hintergrundbild be1 den Lésungen! @

TZur Erinnerung: Auf der EULERschen Gerade eines Dreiecks liegen die merkwiirdigen Dreieckspunkte H., S
und U (... und dies iibrigens so, dass stets HS =2-SU gilt und S zwischen H und U liegt).

2

S, aber gut beschriftet. und dies ist die halbe Miete! @



50)

51)

52)

53)

54)

IAUFGABEN 50 B1S 54 ZUR ELLIPSE!]

Dreht man den rechtsseitigen Brennpunkt F einer Ellipse ell in erster Hauptlage um 90°

um den Ursprung in die positive y-Achse. so sei der gedrehte Punkt mit P bezeichnet.

T sei der im ersten Quadranten liegende Berithrungspunkt

einer der beiden Tangenten. die man durch P an ell legen kann.

Dann gilt folgender

SATZ, Die Normale n auf tr durch T schneidet die Nebenachse von ell in jenem Punkt Q.
welcher durch auch durch Spiegelung von P am Ellipsenmittelpunkt entsteht.

74) mit F(5

Bestitige diesen Satz fiir jene Ellipse durch R(S 0)!

a) Stelle eine Gleichung jener Ellipse ell in Hauptlage auf. welche
durch die Punkte Q(600[480) und R(960/168) geht. (Zwischen- v+
resultat fiir die weitere Rechnung: ell: 9x™+25y"=1000000)

Bearbeite unter Beachtung der rechten Abbildung:

b) Berechne die Koordinaten von F und G
[Beachte, dass der Mittelpunkt M des
(Viertel-)Kreises k durch F und G
in M liegt!], stelle eine Gleichung
von g auf und berechne
die Koordinaten von P.

¢) Verifiziere am vorliegenden Beispiel der
allgemeingiiltigen Satz. demzufolge g
parallel zur Tangente t an ell in T ver-
lduft und berechne die Koordinaten von V.

d) Stelle eine Gleichung von t” auf, berechne
die Koordinaten von U und verifiziere am
konkreten Beispiel den allgemeingiiltigen

Satz, demzufolge MV =2.-MU gilt.

a) Stelle eine Gleichung jener Ellipse ell in Hauptlage mit dem rechtsseitigen Brennpunkt F(52|0) auf, welche

durch den Punkt Q(25-36) geht. (Zwischenresultat fiir die weitere Rechnung: ell: 9x° +25y° = 38025)
+
Bearbeite unter Beachtung der rechten Abbildung: )

b) Ermittle eine Gleichung der Winkelsymimetrale w des
Winkels ZCFB und kontrolliere am konkreten Bei-
spiel den allgemeingiiltigen Satz, dass E auf w liegt.

c) G ist jener Punkt auf der Strecke MB, fiir den

MG =FB gilt. Lege durch G die Parallele p zu

ell

w und kontrolliere am konkreten Beispiel den -
R ! _ : M i
allgemeingiiltigen Satz, dass D auf p liegf.

d) Ermittle die Koordinaten des zweiten gemein- W
samen Punkts T von ell mit p und stelle eine
Gleichung der Tangente t an ell in T auf. Kontrol-
liere den allgemeingiiltigen Satz, dass die Steigung T !

bla—e)
ele-2a)

k von t durch die Formel |k =

gegeben ist. C ) E

Die durch den Nebenscheitel C(0-b) der Ellipse ell [ell.: b*x*+a’y” =a’b’] verlaufende Gerade g mit der Stei-
" (wobei e die Brennweite von ell bezeichnet) schneidet ell im zweiten Schnittpunkt unter 90°.

Ael-b?

gung k =
Verifiziere diesen Satz am konkreten Beispiel der Ellipse ell [ell.: 9x*+ 34y° =191250]!

Legt man durch einen Punkt T(xr|yt) einer Ellipse in erster Hauptlage mit den Brennpunkten F; und F, sowohl
die Tangente tr als auch die Normale nr, so begrenzen die Hautpachse von ell, tr und nr ein Dreieck, fiir dessen

Flacheninhalt u die Formel 1L = ;—I : E—T : R—T gilt. Verifiziere dies fiir T(20|12), F;(—15|0) und F»(15/0)!




IAUFGABEN 55 BIS 58 (BZW. 60) ZUR ELLIPSE:]

_—

55) Legt man im Punkt T(V"Ia'*a;b] Yt < 0] die Tangente tr an eine Ellipse in Hauptlage

mit dem rechtsseitigen Brennpunkt F(e|0) und dem unteren Nebenscheitel C(0]-b). so
verladuft tr parallel zur Gerade gcp. wobei P der direkt tiber F liegende Ellipsenpunkt ist.

Bestitige diesen Satz fiir F(24/0) und C(0|-7)!

56) Legt man im Punkt T(Mm yr < 0) die Tangente ty an eine Ellipse in Hauptlage

mit dem rechtsseitigen Brennpunkt F(e/0) und dem linken Hauptscheitel A(—a|0). so
verlduft t; parallel zur Gerade g,p. wobei P der direkt iiber F liegende Ellipsenpunkt ist.

Bestitige diesen Satz fiir F(14/0) und A(-50[0)!

57) Legt man im Punkt T(N."Ia“z_e] Vr < 0] die Tangente tr an eine Ellipse in Hauptlage

mit dem linksseitigen Brennpunkt F(—e|0) und dem linken Hauptscheitel A(-al0). so
verlduft tr parallel zur Gerade gap. wobei P der direkt iiber F liegende Ellipsenpunkt ist.

Bestitige diesen Satz fiir F(—7/0) und A(-25|0)!

58) Legt man im Punkt T( ."Ia":_b\" V< 0] die Tangente tr an eine Ellipse in Hauptlage

mit dem linksseitigen Brennpunkt F(—e|0) und dem oberen Nebenscheitel D(0/b). so
verlauft tr parallel zur Gerade gpp. wobei P der direkt iiber F liegende Ellipsenpunkt ist.

Bestitige diesen Satz fiir F(—24|0) und D(0[7)!

Zusitzliche Ubungsaufgaben (fir besonders FleiRige, welche dann u.a. im Inter-
net recherchieren, worum es bei den Sétzen von BRIANCHON und PASCAL geht):

59) Zeige, dass das Sechseck ABCDEF A(60}-15), B(60|10), C(12[42), D(-84l6), E(—30}-30), F(20}-30)]
Tangentensechseck einer Ellipse in Hauptlage ist, stelle eine Gleichung von ell auf und verifiziere
anhand dieses konkreten Tangentensechsecks den Satz von BRIANCHON!

60) A(—19}4) und D(20|2,5) sind Punkte einer Ellipse el in Hauptlage.

a) Stelle eine Gleichung von ell auf und bestimme den Hauptlagentyp!

b) Berechne die Koordinaten der Schnittpunkte B und F (xg > xg) der Gerade g[I1(-9}-1), 11(-1}-19)]
mit ell sowie der Schnittpunkte C und E (yc < yg) der Gerade h[I11(1}4), IV (7|-2)] mit €ll.

¢) Verifiziere anhand des Sechsecks ABCDEF den Satz von PASCAL!

Wien, im April 2011. Dr. Robert Resdl, e. h.



Ldsung zu 49):

Verdeckter Text:

P auf den Nebenscheitelkreis k (Radius b) projizieren, proji-
zierten Punkt Py (in Skizze beschriften!) mit dem Mittelpunkt

M (von k und ell) verbinden, Schnittpunkt P mit dem Haupt-
scheitelkreis k” (Radius a) ermutteln Strecke MP, in P anhén-
gen, Endpunkt P mit P verbinden, Normale auf PP durch P ist dann tp.




