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2.3 GaAvLois-Theorie: Ein genetischer Weg

Uber das Losen quadratischer Gleichungen'® hinaus standen den Mathematikern des 16.
Jahrhunderts auch schon Lésungsmethoden sowohl fiir kubische als auch fiir biquadra-
tische Gleichungen zur Verfiigung, was etwa in [38], S. 140ff bzw. S. 143ff elementar
behandelt wird.

Im Kontrast dazu wollen wir in diesem umfangreichen Abschnitt Methoden entwickeln,
welche den hinter diesen Gleichungen steckenden Strukturen auf den Grund gehen, um
daraus Riickschliisse iiber die Darstellbarkeit von entsprechenden Losungen durch Wur-
zelausdriicke in Polynomen der Koeffizienten zichen zu konnen.'” Dabei werden wir uns
aber letztlich nicht auf algebraische Gleichungen bis zum Grad 4 beschranken, wiewohl
wir fiir den Beginn noch einmal auf quadratische Gleichungen Bezug nehmen:

2.3.1 Diskriminanten
Besitzt die quadratische Gleichung
2 4pr+qg=0 (¥

eine Doppellosung (und somit auch keine weitere Losungen), so weist die dahinterstecken-
de Polynomfunktion

pr: R = R, o+ y:pg(w):x2+px+q

aufgrund eines Satzes aus der Analysis eine Extremstelle auf, welche simultan auch Null-
stelle von p, ist. Wegen

pl(x) =22 +p, p"(x)=2#0 A p/(2)=0 & z=—

gilt somit

_ 2 2
pQ(—p)Z%—%—Fq:O bzw. (g)z—q:O resp. p° —4q =0,

weshalb wir [noch bevor {iberhaupt auch nur im entferntesten von einer Losungsformel
fir (x) die Rede ist]
Dy = p2 —4q

als Diskriminante von (%) bezeichnen, da Dj offensichtlich iiber das Losungsverhalten von
(%) entscheidet.!®

6 iir zahlreiche unterschiedliche Zuginge zu sogenannten kleinen Ldsungsformel sei auf [38], S. 149fF
sowie [39], S. 106f und S. 139ff verwiesen.

"Historisch dauerte dieser Sprung iiber 200 (bzw. bis zur Rezeption dieser Ideen in der scientific
communitiy gar 300) Jahre, was in weiterer Folge durch eingeschobene Anmerkungen iiber die Geschichte
der Mathematik noch genauer ausgefithrt wird!

8Der vierte Teil von Dy taucht ja bekanntlich als Radikand in der kleinen L&sungsformel auf und
wird ebenda auch als Diskriminante bezeichnet (weshalb er auch gerahmt hervorgehoben wurde). Warum
gerade das Vierfache dieses Radikanden als Diskriminante von (k) definiert wird, wird sich in Kiirze
herausstellen.
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Bei der kubischen Gleichung
P rprdqg=0 (xx)

[fiir welche wir p # 0 voraussetzen, da ( *:k) andernfalls durch einfaches Kubikwurzelziehen
gelost werden kann] fithrt eine analoge Uberlegung wegen

psr) =2 +pr+q = pfa)=32"+p=0 = p3'(z) =62

= p(r)=0 < x:\/%p Vx:—\/_?p

auf - ) 3/2 —p 1/2
| =t5) *r 5 B
p?’( 3 ) < 3 ) g ( ) ) o
bzw. 1/2 .
:i: P _ — O :> —_— =
< 3 ) { 3 +p_ +q 3 9 4>
ergo
87 + (5 =0 resp. ' 27020

Dies liefert einen triftigen Grund, die linke Seite des doppelt gerahmten Ausdrucks [wel-
cher ja bekanntlich auch in der CARDANO-Formel (vgl. dazu [38], S. 140ff!) in Erscheinung
tritt und vorldufig mit D abgekiirzt wird], welcher demnach bei einer Doppellosung von
(xx) verschwindet, im Folgenden genauer zu analysieren, was wir zuvor aber noch (sozu-
sagen ”"zum Aufwérmen”) mit Dy durchfithren wollen:

Aufgrund der kleinen Losungsformel sowie der Satzgruppe von VIETA fiir (x) (vgl. etwa
[39], S. 106ff!) erhalten wir

2 2 2 2 2 2
DQ = (1’1 + 332) — 4.’171]}2 =21 + 2:1311'2 + 2" — 4$1$2 =X — 2:1311'2 + X" = (56'1 — 1‘2) s

womit
Dy >0

genau dann gilt, wenn ;x5 voneinander verschieden und reell sind.
Wegen
(x—21) (. —22) - (2 — 23) = 2° — (21 + To + 23) - 2% + (Tox3 + 2123 + 2172) - T — 217273
folgt fiir die Losungen x1, xo und x3 von (xx) daher
Ty +xo+x3=0 bzw. x3=—(x1 + x2)

und somit
p=x10 — (1 + $2)2 sowie ¢ = x129(z1 + 22),
was fiir den doppelt gerahmten Ausdruck D zunéchst die Darstellung

2]3

_ (L‘12$22<IL'1 + 372)2 i [3715(}2 — (%1 + {L'Q)
4 27

D
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impliziert, woraus man durch Einsetzen von x5 = z; schon einmal

41‘16 271’16
D pu— _— pu—
4 27 0

erhalt.

Unter Verwendung der Abkiirzungen o := x125 und f := (z1 + x2)? vereinfachen wir D

zu
27073 +4(a® — 3’ + 30 — (°)  4a® +15a°F + 12037 — 4°

108 108

bzw. (weil ja wie eben erkannt z1 = x9 bzw. x1 — x5 = 0 auf D = 0 fiihrt, was sich aus «
und 8 via B — 4o = (z; — 22)? = 0 erzeugen lisst)

D =

(4o — B) - (@ + 4B + 45?) (8 — 4a) - (a+28)?

D = = — s
108 108
ergo [wenn wir o und f unter zusétzlicher Beachtung von x5 = —(z1 + x3) bzw.
x1 + 9 = —x3 an passenden Stellen wieder durch die Losungen von () ausdriicken]

D— _(1'1 — 1?2)2 . (211?12 + 51711’2 + 2!L'22)2 _ (1’1 — 1’2)2 . [(ZL‘l + 2112)(21‘1 + 172)]2 .
B 108 B 108 B

(21 — 22)% - (w2 — 73) - (w1 — 73)°
108
Somit ergibt das (—108)-fache von D exakt das Produkt

H(% - mj)Q’

i<j

= D=_ (% ).

wobei x, 1 <k < 3 die Losungen von (x*) bezeichnen und wir somit die entsprechende
Situation wie zuvor bei (%) vorliegen haben, weshalb wir diese Grofie (welche uns schon
weiter oben begegnet ist und ebenda auch unterstrichen wurde) als Diksriminante D3 von
(%) definieren ...

Dy = —4p® — 27¢°

.. und
D3 = (9U1 - 96'2)2 : (901 - 253)2 : (372 - 953)2
erhalten.

Daraus erkennen wir, dass
Ds >0

jedenfalls dann gilt, wenn x1, x5 und z3 paarweise verschiedene reelle Losungen sind.

Weist (xx) ein konjugiert-komplexes Losungspaar (z1]z2) = (a + bila — bi)
sowie eine reelle Losung x3 = ¢ auf, so ergibt sich

Dy = (2bi)* - (a — ¢ — bi)* - (a — ¢+ bi)* = (—4b%) - [(a — ¢)* + V)7,

ergo
D3 < 0,
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womit die Bedingungen

D3 <0 eine
D3 =0 notwendig und hinreichend fiir drei beliebige reelle Losunge(en) von (xx) sind.
D3z >0 drei unterschiedliche

Der Fall D3 > 0 wird uns an spéterer Stelle zum sogenannten Casus irreducibilis fithren,
wobei an dieser Stelle noch angemerkt sei, dass sich (*x*x*) auch aus der CARDANO-Formel
ableiten ldsst, wofiir auf [5], S.41 verwiesen sei.

Dass mit kubischen Gleichungen vom Typus (xx) die Allgemeinheit nicht eingeschrinkt
wird, folgt aus der Tatsache, dass sich jede kubische Gleichung

A+ Ax> + Br+C =0, A #0
nach Normierung (via Division durch A’) ...
2?4 ar® +br+c=0 (#)

.oviaw =y —§ (##) wegen

2 a’ 2a? a’

3 . a 9 ab
_ Z oy == _ = . by — = =0
Y ay+3 Y 27+ay 3 y+9+y 3+c

bzw. schliefllich

2 3
y3+<b—%)-y+21—a—b+c= (##4)

in eben gerade eine vom Typ (%) transformieren ldsst, wodurch sich wegen (##) die
Differenzenprodukte in (x **) nicht &ndern, wenn man anstelle der Losungen von (##+#)
jene von (#) in (* * %) einsetzt, wodurch sich Dy als translationsinvariant herausstellt.

Zur Berechnung der Diskriminante der biquadratischen Gleichung
e+ prttgr+r=0 (~)
bilden wir ausgehend von
pa(x) =2t +p2® +qr+r
wiederum p,’, was auf
p4' (z) = 4% + 2px + ¢
und somit wegen

pd(x) =0 & 42°+2pr+q=0 © x3+g'$+%:0

unter gleichzeitiger Erfiillung von (~) auf das Gleichungssystem

L) 2*+pr®+qr+r=0
1) 423 +2pr+q=0

fithrt, welches freilich iiberbestimmt ist und deshalb nur durch Erfiillung einer Bedingungs-
gleichung zwischen den Koeffizienten p, ¢ und r eine (oder im Extremfall zwei) Losung(en)
besitzt. Zwecks Ermittlung letzterer bilden wir zunéchst II1.):=z-11.)—1.), was uns

L) 32* +pa* —r =0
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4.3 Rektifikation von Kurvenbogen

Unter Rektifikation versteht man die Ermittlung der Linge eines Kurvenstiicks, welches
sich aus dem Graphen I'; einer differenzierbaren Funktion f {iber einem abgeschlossenen

Intervall I = [a;b] ergibt. Dazu ap-
proximieren wir I'y in einem Punkt
T(xo|f(zo)) durch einen Kreis ka,,
welcher I'y ebenda beriihrt und ferner
durch einen 7' benachbarten Punkt
N(zo+Ax|f(xo+Ax)) geht, wobei fiir
den Mittelpunkt Ma, von ka, ferner
MT = MN gelten soll. Durch die zu-
letzt postulierte Eigenschaft ist gesi-
chert, dass I' iiber dem abgeschlosse-
nen Intervall J = [z, 29 + Az| durch
den entsprechenden Kreisbogen um
Ma, von T nach N approximiert wer-
den kann.

Ly N

Die analytische Umsetzung dieser
Idee erfolgt nun durch den Schnitt der
Kurvennormalen np an I'y in 7' mit
der Streckensymmetrale my7, wobei
wir nr bzw. myr geeigneterweise
durch eine Parameterdarstellung bzw.
Normalvektorform beschreiben:

e X = (i o ()

myr: 2-Ax-x+2-[f(vg + Ax) — f(x0)] = Az - (220 + Az) + f2 (20 + Ax) — f(20)
Der Mittelpunkt Ma, von ka, geht dann aus dem Schnitt {M} = n, N myr hervor:
2-Ax-[xo — f'(w0) - A]4+2:[f(z0 + Az) — f(z0)]-[f (x0) + A] = 2x0-Az+(Az)*+ f*(zo+Az)— f*(x0)

Fiir A ergibt sich demnach

VoL (A2 4 o+ Ax) = 2- fwg + Ax) - f(wo) + f*(20)

2 f(zo+ Az) — f(zo) — ['(20) - Ax

bzw.
. (Aa) {1 4 [f(ro+AAm;—f(ro)]2}

=3 Flo + Ba)— J(eo) — Flao) - Aa

resp.
| 4 [feotsn—r@n]?
) — 1 [ Az ]

5' flxo+Ax)—f(xo)—f (z0)-Ax (*)
(Az)?
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Der Radius ra, von k,, um Ma, durch T'und N betrédgt daher

wen (1) o

Die Lange ¢ des entsprechenden Kreisbogens von 7" nach N errechnet sich nach der be-

kannten elementargeometrischen Formel ¢ = ra, - Ap, wobei Ay den Winkel zwischen
den Radien Ma,T und Ma, N bezeichnet.

Nach dem Grenziibergang Ax — 0 ist die erste Ableitung von f an der Stelle xy im Zéhler
von (%) offensichtlich.

Was den Nenner betrifft, so fiihrt dieser auf einen unbestimmten Ausdruck, welchen man
etwa unter Anwendung der Regel von DE L’HOSPITAL oder der TAYLOR-Formel (bzgl.

beider Werkzeuge vgl. man zum Beispiel [39], S. 84ff!) auf @ zuriickfithren kann, was

dem werten L g ser als Ubung iiberlassen bleibt und uns somit auf den Radius

3/2

_ ‘( —f'(xo) )' AR+ [ (o))
r=2A-
1 f"(iﬂo)
des Grenzkreises k = lim ka, fiihrt.
Ax—0
Aus dem Winkel Ay wird fiir Az — 0 entsprechend dp, wobei tanp = f'(zg) gilt (Der

werte L g ser moge dies als Ubung begriinden!), was zu ¢ = arctan f’(zy) dquivalent ist.

Differentiation letzterer Gleichung unter Anwendung der Regel

— arctanx =
dz 1+ 22

(welche der werte L 2 ser zur Ubung aus der in 3.8.1 vorgenommenen Kreisflicheninhalts-

berechnung herleiten moge) sowie der Kettenregel fithrt auf

de 1 P
& IrpeE S @

was fiir das Differential d¢ der zuvor errechneten Bogenldnge ¢ auf
dl = /14 [f'(x0)]? - dz
und somit fiir die Bogenlénge ¢ von I'y tiber I = [a;b] auf die Formel

b

E:/\/lJr[f’(x)]?-da:

a

resp.
b
EZ/\/l—I—y’Q-dx mit y = f(x)

fihrt.
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\BEMERKUNG UND BEISPIEL:

° ‘ BEMERKUNG: | Liegt nun eine Kurve ¢ in Parameterdarstellung

vor, so berechnet man 3/ in
b
/ V14+y?-de
a

via
,_dy _dy dz_ y(t)

Tde At dt  2(t)

was zusammen mit

dzx
! / .
x'(t) = T = dx=2(t) dt

/2t
e 1
/ + t

(Hierbei sind ¢; und ¢, die den Punkten A(a|f(a)) und B(b|f(b)) entsprechenden
Parameterwerte) bzw.

die Formel

(= /t PO+ 20 - di,

die sogenannte integrale Bogenlingenformel fiir Kurven in Parameterdarstellung,
liefert.

° Bereits auf Abschnitt 4.9.2 vorgreifend berechnen wir hier die Lange ¢

der durch die Parameterdarstellung
X(t)=[a-cos’t,a-sin’t], 0 <t <27

festgelegten Astroide ¢, was aufgrund der einfach einzusehenden Symmetrie von ¢
beziiglich des Koordinatenursprungs auf

/2

€:4a-/\/9-cos4t-sin2t+9-sin4t-cos2t-dt:

w/2 /2

:12a‘/\/0052t+sin2t'cost~sint'dt:6a~/sin(Qt)'dt:
0

=3a- [~ cos(2t)]|5/* = 3a - cos(2t)|}, = 3a-[1 — (~1)] = 6a
fihrt.
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4.4 Krimmung(skreise) ebener Kurven und Evoluten

Der Kehrwert des Radius r des Grenzkreises k£ aus Abschnitt 4.3 wird als Kriimmung
k[f(zo)] von I'y in T bezeichnet, k bzw. r heift Kriimmungskreis bzw. Kriimmungs-
kreisradius (ebenso von I'y in T"), M ist der zugehorige Kriimmungskreismittelpunkt.

Wie in nebenste-
hender  Abbildung
illustriert, passt sich
k in  einer Umge-
T, bung wvon T dem
Funktionsgraphen

I'y  tatsdchlich op-
timal an,  wobei
dies aber freilich
n(at)ur(gemiaf  le-
diglich)  lokal gilt,
was auch die Exi-
stenz eines weiteren
Schnittpunkts S
erklart. Uberdies
wird I'y von k in 7" in
gleicher Weise durch-
setzt, wie dies auch
jede Wendetangente
gewdahrleistet, welche
ebenso wie k£ mit I'y
in T" drei zusammen-

N\~

geriickte Schnittpunkte vereint, was sich daran erkennen ldsst, dass (in unserer Abbil-
dung) k unmittelbar links bzw. rechts von 7" unterhalb bzw. oberhalb von I'y verlauft
(Freilich wére dies an einem anderen Beispiel auch umgekehrt moglich.), und nicht wie
bei einer gewohnlichen Tangente (also keiner Wendetangente) die Tangente an die Kurve
in einer Umgebung des Berithrungspunkts samt und sonders ober- oder unterhalb von I'¢
verlauft. Analytisch zeigt sich dies durch die Koinzidenz der Ableitungen von f und der
hinter & steckenden (zunéchst impliziten) Funktion in den Graden 0 (sic!) bis 2, was wir
durch implizites Differenzieren (welches sich etwa wie in [39], S. 27ff erkléren ldsst) zeigen
werden, wobei wir in der Gleichung

ki (x—u)?+(y—v)?=1r* (%)

des Kriitmmungskreises k vom aus den Uberlegungen in Abschnitt 4.3 unmittelbar folgen-
den Resultat

M (0= D0 L1t 1} o)+ - {1+ e}

fiir den Kritmmungskreismittelpunkt M (u|v) ausgehen (welche wir in weiterer Folge als
Kriimmungskreisformel bezeichnen werden).
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Implizite Differentiation von (x) nach x liefert

- r—u+(y—v)-y =0 ()
2-(z—u)+2-(y—v)-y =0 = { y == (#) }

Erneutes implizites Differenzieren von (k) fiihrt zunéchst auf
L+y?+(y—v) -y =0 (##)
und durch weitere Umformung ...

y o 1+y”
Yy—v

... sowie Verwendung von (#) auf

y,,:_H (335)2 I ) i GO
y—v (y —v)?

bzw. wegen (*) schlieBllich auf

Zusammen mit der Kriimmungskreisformel folgt aus (#) durch Einsetzen von T' die Iden-

tist (o) { ¥
Ao - {14 [f (o)
Yy — (z0)
y'(T) — i {1+ [0}

= f'(wo)

sowie durch Einsetzen in (~) ...

7,2

e - {1+ P @)Y

... und unter Beachtung der aus (xx) in Abschnitt 4.3 folgenden Identitét ...

y'(T) =~

PR ERAlUCDigN
(o)l

... schlieB3lich ...
y//(T) — f/l(mo)’

womit die Koinzidenz der Ableitungen bis zum Grad 2 bewiesen ist, .
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‘BEMERKUNG, BEISPIELE UND ERGANZUNG:‘

e | BEMERKUNG: | Liegt nun eine Kurve ¢ in Parameterdarstellung

vor, so berechnet man 3’ in der Kriimmungskreisformel wie in der entsprechenden
Bemerkung des Abschnitts 4.3. via

sowie " via

z'(t) x2(t) ’
ergo
() 2"(t)
det
oy Y@ -2 (t) —y(t) - 2"(2) ") — ( y'(t) ') )
Yy (.77) - :ﬁ’g(t) bZW' Y ( >_ a?’?’(t)

Eingesetzt in die Kriitmmungskreisformel fiithrt dies fiir « bzw. v (wobei ¢y jenem
Parameterwert entspricht, der auf T'(x(to)|y(to)) fithrt) auf

(L]

y'(to) - [2"(to) +y™(to)]

Yy (to)

2’ (to) )
y"(to)-z’(to) =y’ (to)- =" (to)

JZ'3 (tO)

u=xz(ty) —

bzw. umgeformt

u=x(ty) —
(o) = 7o)~ (k) — /(o) - (7o)
sowie auf
1 y(to)\*
v=y(t) + Sryma ey |1 T <$’(to)
z/B(to)
bzw. umgeformt
o' (to) - [ (to) + y" (to)]
v = y(to) + "

y"(to) - 2'(to) — ¥/ (to) - 2" (to)
Durchléuft ¢y nun den gesamten Definitionsbereich von ¢, so beschreibt auch der geo-

metrische Ort aller Kriimmungskreismittelpunkte von ¢ eine Kurve, die als Evolute
von ¢ bezeichnet, via e, angeschrieben und demnach durch die Parameterdarstellung

y'(t) - [22(t) + ()] @'(t) - [2"(8) + (1)) (o)
y'(t) -2 () —y'(t) - 2" (1) y"(8) -2 (t) —y'(t) - 2" (1)

ee: X(t) = (:E(t) - y(t) +

beschrieben wird.
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4.9.3 Zweite Anwendung: Die Kardioide

Die Kardioide v entsteht differentialgeometrisch als Einhiillende einer Kreisschar, deren
einzelne Vertreter ihre Mittelpunkte alle auf einer festen Kreislinie & haben und durch
einen festen Punkt P von k hindurchgehen.

Fiir die Herleitung einer
Gleichung von v [welche
zeigen wird, dass v
eine algebraische Kurve

AN \\\\\\\ vierter  Ordnung (im
N AN g

e
=
Vi =

L7

7

\ N \ Fachjargon der alge-
“‘l\‘\“\\\:\\%}}‘\:\\}\:}\:“\\:@sg\s\t‘\ 1’ b.raisc}g:n t.k)Ge.ortmetrie;

! ‘ eine Quartik) ist un

‘\““:“:&‘“’ : Herzform aufweist, da-

N ““:": ' her auch die Bezeichung

ORGP Kardioide] wéhlen wir
‘l‘l‘l‘l‘““\t ] : ” ‘ den Kreis k[M(0]0),r]
‘\\“““ " 777 /// und fiir den festen Punkt
“““““‘ " /] 7, P(0|r), was fiir einen
ANAN o/ beliebigen Punkt M; von

k unmittelbar auf die aus
den  Polarkoordinaten

(vel. etwa [39], S. 173f!)
folgende Darstellung

M,(r - cost|r - sint) fihrt, woraus sich mit
ci: (x—r-cost)>+ (y—r-sint)? =r*-cos’t +r*- (sint — 1)?

die Schargleichung aller Kreise mit oben genannter Eigenschaft ergibt. Jetzt wenden wir
den Enveloppensatz an und differenzieren die Schargleichung partiell nach ¢:

2rsint(x —r - cost) — 2rcost(y —r-sint) = —2r* - cost -sint + 2r* - cost - (sint — 1)

2

= 2r.(sint-x —cost-y) = —2r°-cost bzw. —sint-x+cost-y=1r-cost ()

= cost-(y—r)=sint-x = cos’t-(y—r)* =sin’t- 2>

)
bzw. (wegen cos?t + sin®t = 1)

(1=sintt)- (y—r)? =sin’t-a® = (y=rf=sin®t- [+ (y— 1)’

_ )2 _
= sin’t = % (1) bzw. sint=——2 1 (2)
24+ (y—r) 22+ (y —r)?
sowie )
9 x x
cos’t = ———— (3) bzw. cost= 4
(e ¥ EE R

Vereinfachen wir ¢; zu

et xt—2r-cost-x+y?—2r-sint-y=r>—2r?. sint
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und setzen (1) bis (4) ein, liefert dies
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oo T e ), 2P
22+ (y—r)? 22+ (y—r)’ 22+ (y—r)?
bzw.
a?+(y—r)?
oty -t = =l S TP ——)

22+ (y—r)?
resp.

4

(fEQ + y2 - T2)2 —

also schliefSlich mit

|7

224+ (y—r

eine Gleichung der Einhiillenden v obiger Kreisschar.

)2'[$ +(y—’)”)} s

(2 +y* —r?)? —4r?. [x2 + (y — 7")2] =0

Eine zweite Moglichkeit der Kardioidenkonstruktion gewéhrleistet selbige im Gegensatz
zur Einhiillenden der Kreisschar punktweise, und zwar als Menge der Spiegelpunkte von
P an allen Tangenten von & (vgl. untere Abbildung):

s

lautet daher

ng: —sint-x 4+ cost-y=r-

cost.

Zum rechnerischen Nach-
weis dieser punktweisen
Konstruktion stellen
wir in einem beliebigen
Punkt X;(r-cost|r-sint)
von k unter Verwendung
der in Abschnitt 3.8.2
erhaltenen Spaltform
mit

gt : T-cost-ztrsinty = r’

bzw.
gr: cost-x+sint-y=r

eine Gleichung der Tan-
gente g; an k in X;.

Eine Gleichung der ent-
sprechenden  Normalen
[mittels der die Spiege-
lung von P(0|r) an g
erfolgt] n, auf g, durch P
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Elimination von z (via Multiplikation obiger Gleichung von g; bzw. n; mit sint bzw. cost
und anschlieBender Addition) liefert (wiederum unter Anwendung von cos?t +sin® ¢ = 1)

y=r-(sint + cos’t),

was in g; eingesetzt ...
cost-x+r-sint- (sint+cos’t) =r = cost-z=r1-(1—sin®t—sintcos’t)
(erneut unter Anwendung von cos? ¢ + sin®t = 1)
= cost-x=1-(cos’t —sintcos’t) = x=r-cost-(1l—sint)
... fiir den Schnittpunkt {S;} = g, N n; auf
Sy (r-cost- (1 —sint)|r- (sint+ cos’t))

und somit fiir den Spiegelpunkt X; von P an g; wegen

Xt:St—i-P?t:Stﬂ—St—P:QSt—P

X 2r-cost- (1 —sint) \ (0
P\ 2r - (sint + cos?t) r

bzw. (schon wieder wegen cos?t + sin®t = 1)

auf

X; (2r-cost- (1 —sint)|r-(—=2-sin®t+2-sint + 1)) (*x).

Zur Elimination des Parameters ¢ betrachten wir yp,, kiirzen selbige mit y ab und erhalten
dadurch

y=r-(—2-sin?t+2-sint+1) < 2‘Sm2t_2'smt_(1_g> =0

,
24 /4+8-(1-1Y) 1 ——
= sint = 1 bzw. sint:§~ 1+ 3__y
r

. 1 2y
= 1l—-sint=—--|1F4/3——
2 T
1 2 2 1 2
sint=--(4- 2o f3-L)=1- Lo 3
4 r r 2r 2 r

und schlieBlich (wegen cos?t + sin®t = 1)

2 Y 1 2y
l=_—F--\/3——
o8 2r 2 T

Eingesetzt in xp,, welche wir mit x abkiirzen, erhalten wir Schritt fiir Schritt:

2
1 2y 1 2y
2 Yy2. Y2, — )2 (1F4/3 -2
* " <2r$2 s r 2 Ty r

sowie
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2 =2y F 2r - \/3r2 — 2ry — (y2 —3r’ + 2ry)
(22 +y* —3r*)2 = 4% - (3r* — 2ry)

Nun gilt es innezuhalten und zu beachten (resp. zu nutzen), dass die zuvor differential-
geometrisch abgeleitete kartesische Kardioidengleichung

(2 +y* =) =4[22+ (y—1)*] =0
lautet, deren Aquivalenz zur vorletzten Gleichung wir ja nachweisen wollen, wozu wir
(% + 3% —3rH? in [(2® +y* —r?) — 2r?)* aufspalten,

was uns auf
(2 + % —r?)? —dr? - (22 + o —r?) + 4t

bzw.
(2 +y* —r?)? —dr? (22 oy —r? =), ergo (22 +yF —r?) — 4t (2 + P - 2P)

fithrt und somit
(2% +y* — 3rH)2 = 4r? - (3r? — 2ry)

zu
(2 +y* —rH)? —dr? - (2% +y* — 2r* +3r% — 2ry) = 0,
ergo
(2 +y? =) = (@2t = 2ry) = 0
bzw.

(2 +y* =) =4[22+ (y—1)*] =0

dquivalent ist, [l

UMFANGREICHE UBUNGSAUFGABE FUR DEN WERTEN L 5 SER:| Aus der letzten punkt-

weisen Konstruktion lasst sich eine weitere kinematische Konstruktion der Kardioide
ableiten, welche zeigt, dass es sich bei ihr ebenso wie bei der Astroide aus dem letz-
ten Abschnitt um eine Rollkurve handelt, wobei die nun folgende Erzeugungsweise der

- . . e :
Kardioide auf zwei unterschiedliche Arten vom werten L 5 Ser nachgewiesen werden soll:
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1. In der unteren Abbildung rollt die (punktierte) Kreislinie &'[M’(0[2r),r] auf der

Kreislinie k[M(0]0),r] im mathematisch positiven Drehsinn (also entgegengesetzt
des Uhrzeigersinns) ab. Jene Bahnkurve, welche P(0]r) dabei nach einer vollen Um-
drehung zuriicklegt, ist dann genau die Kardioide, welche wir soeben auf zwei andere
Arten und Weisen erzeugt haben, wobei k in beiden Varianten mafigeblich beteiligt
war. Der aufgrund der Kongruenz von k und k' zweifach auftauchende Winkel ¢ in

A der linken
------- y Abbildung im-
""" pliziert, dass

M, der um ¢t
gedrehte  Mit-
telpunkt M’

P LT TN ("M”)  sowie
/' “ .. N . ..
. [ RN die  Verldnge-
AN . \ rungen der
. \

/ P W \ nach P und
/ ! P \ P,  weisenden
\ Radien ein

| ! | T gleichschenk-

I | liges  Dreieck
! bilden, dessen
Symmetrieach-
/ se daher durch
\ / die  Strecken-
N, symmetrale
N 7 von M{M ge-
‘. A geben ist. Man
~ o begriinde nun
' iiber die Spie-
gelkonstruktion
von zuvor, dass
P, tatséchlich
stets auf der
zugehorigen
Kardioide liegt.

2. Auf &hnliche Art und Weise wie zuvor in Abschnitt 4.10.2 bei der Astroide (in

ihrem Erscheinungsbild als Rollkurve) leite man die aus obiger Abbildung folgende
Parameterdarstellung

B 2-sint - (cost — 1)

X(t)=r- ( 2. cost — cos®t + sin’t )

her und stelle einen Zusammenhang zu (*%) her, indem man die unterschiedlichen
Bedeutungen der (gleich benannten!) Parameter ¢ in den beiden Situatonen (Spie-
gelung bzw. Abrollung) herausarbeite und eine entsprechende Transformation finde,
welche die Gewinnung eines derartigen Zusammenhangs gewihrleistet.
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