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3.3 Nachtrag zum skalaren Produkt und zur Determinante

Zum skalaren Produkt zweier Vektoren gibt es diverse Zugénge, welche u.a. in [47], aber
vor allem in [46] ausfiihrlichst diskutiert werden. Eine Ergénzung dazu soll der vorliegen-
de Abschnitt geben, wobei wir dazu aber zu allererst die (ersten) Additionstheoreme der
(Co-)Sinusfunktion benétigen (welche man freilich eben gerade iiber das skalare Produkt
herleiten kann, siehe dazu etwa [47], S. 169f!), um daraus das entsprechende Additions-
theorem fiir die Tangensfunktion zu gewinnen [was auch umgekehrt moglich ist, vgl. dazu
[47], S. 127f(f)!]. Dazu gehen wir von der linken Abbildung aus und konstatieren zunéchst

C
) qb . h=b-cosa=a-cosf (x),
h woraus  sich  zusammen
mit der trigonometrischen
A r b

Flécheninhaltsformel (wel-
che sich ebenso ohne Zuhilfenahme vektorieller Methoden beweisen ldsst) aufgrund von

Aaape = Aaarc + Aarse

zunéchst
ab-sin(a+ ) = bh -sina + ah - sin 3

bzw. eben wegen (x)
ab - sin(a + ) = ba - sincos 4 ab - sin f cos a,

also schliellich
sin(a 4+ 8) =sinacos B+ cosasin f - (xx)

ergibt, was zwar zunéchst nur fiir spitze Winkel gilt, jedoch durch sukzessive Anwendung
der ersten Phasenverschiebungsformel

cosa = sin(a + 90°) (% * x)
auf beliebige Winkel zwischen 0° und 360° verallgemeinert werden kann (was dem werten
L g ser als Ubungsaufgabenpaket iiberlassen bleibt).
Zur Berechnung von cos(a + ) wenden wir ( * %) an und erhalten
cos(a + ) = sin[a + (3 + 90°)]

sowie unter Anwendung von (xx) - wobei wir bereits an dieser Stelle {iber spitze Winkel
hinausgehen! - zunéchst

sinfa + (8 + 90°)] = sin accos (B + 90°) + cos asin(5 + 90°)
bzw. wegen sowohl (x * %) als auch der zweiten Phasenverschiebungsformel
cos(a +90°) = —sin«

in weiterer Folge
sinfa + (5 +90°)] = —sina cos f + cos a cos
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bzw. zusammen mit (* * %) dadurch
cos(a + ) = cos accos 3 — sin «vcos 3,

woraus wir schlie3lich auf

tan(a + ) = sin(a + )  sinacosf +cosasin

cos(a + ) ~ cosacosfl —sinacosf

—COSO}COSB - (sin v cos 3 + cos asin 3)  tana +tan B

1
cos « cos 3

-(cosacos f —sinacos3) 1 —tanatanf3

resp. durch Ubergang von 8 zu —f3 unter Verwendung der Eigenschaft tan(—p) = — tan ¢
auf

_ tana—tanf
tan(o — B) = i atan 5

stofen.

Jetzt wenden wir auf die folgende Situation an (vgl. untere Abbildung!:

Ausgehend von zwei Vektoren

a-(3) - (7))
n Y2

mit den Polarwinkeln S und o kon-
statieren wir zunéchst

hn . Y2
tan f = == sowie tana = ==,
T T2

was wegen ‘ obiger Formel | in weiterer
Folge

bzw. umgeformt

—N—

T1Y2 — T2Y1

T1ZT2 + Y1Y2

———
=N

tan(a — ) =

impliziert.

Da der Nenner N nur fiir a — 8 = 90° verschwindet, gilt somit
v L e mmt iy =0,

was uns zu folgender Definition/Satz-Kombination fiihrt:



90 3 GEOMETRIE

DEFINITION 1. ‘ Unter dem skalaren Produkt v—f . v_g der Vek-

toren U] = ( zl ) und v = ( 52 > des R? versteht man die via
1 2

-
V1 - V2 =TT + V1Yo

definierte reelle Zahl (Skalar).

SATZ 1 (”Orthogonalititskriterium). | Zwei Vektoren des R? stehen ge-
nau dann aufeinander normal, wenn ihr skalares Produkt Null ergibt.

Wegen
7

V1 * Vg

tan(a — ) = % =

=IN

ergibt sich
Z=k-sinfa—pB) A v 03 =k-cos(a—f),
was uns natiirlich neugierig auf diesen konstanten Faktor &£ macht, weswegen wir die
bekannte Identitét
cos® ¢ +sin® p = 1

ausnutzen und dadurch

(z1Yy2 — To11)? i (129 + Y192)?

2 k2 =1

bzw.
11 %ye® = 2T oy + T Y1 + 217w — 20Ty + Y1y = K
resp.
T2y + 2 y” + w0 4y’ = K
und schlieSlich
K= (22 +ui?) - (227 + 40%)

erhalten. Durch Wurzelziehen und Verwendung vektorieller Notation erhalten wir

k= [vf] - [v3)
und somit
N
COS [K (’1)1,1)2)] == =
ORI
sowie

@] - 23] - sin [ (37, )] = 2.

woraus aus der trigonometrischen Flacheninhaltsformel folgt, dass durch den Zahler Z der
orientierte Flicheninhalt des von den Vektoren v; und v3 aufgespannten Parallelogramms
vermittelt wird.

Daraus erhalten wir folgende Definition/Sétze-Kombination:
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SATZ 2 (Vektor-Winkel-Formel, kurz: VW-Formel).| Fiir den Winkel ¢ zwischen zwei
Vektoren o7 und v3 des R2 gilt stets

i -0

:ﬁ.
RN TN

| DEFINITION 2.| Unter der Determinante det (77, 73) des geordneten Vektorpaars (v7, 03)

mit den Vetktoren U_1> = < zl ) und v_g = ( zz ) des R? versteht man die via
1 2

det (01, 03) = 21ys — oy

definierte reelle Zahl.

| BEMERKUNG 1.| Da eine Vertauschung der Reihenfolge der beiden Vektoren offensicht-
lich das Vorzeichen der Determinante dndert, wurde bei der Formulierung von Definition 2

auf ein geordenetes Vektorpaar Wert gelegt, welches seinerseits wiederum eine sogenannte
Matrix bildet.

Der Flicheninhalt A des von zwei Vektoren des R? aufgespannten Pa-
rallelogramms l&sst sich durch die Determinante der beiden Vektoren berechnen.

SATZ 4 (LAGRANGE-Identitét). | Fiir je zwei Vektoren o1 und 73 des R? gilt

(F - 95)° + [det (27, B))" = (o7 - [3]°

bzw. (da ja offensichtlich ¥ - ¥ = | ¥|? gilt, was unter Einfiithrung
der Notation ¥ - ¥ =: 0’2 schlieBlich | 7> = 72 hervorbringt)

(7 - 03)° + [det (o7, 3)]" = o1* - 05°.

Der Flicheninhalt A des von zwei Vektoren v = ( o > und v = < 2 )

Y1 Y2
des R? aufgespannten Parallelogramms liisst sich (nebst Satz 2 auch) durch die Formel

A= 2w — (@)

berechnen.

SATZ 6 (CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung). | Fiir je zwei

Vektoren v_f = ( zl > und v_% = ( 22 ) des R? gilt stets
1 2

—[vf] - [05] < vf - w5 <[]~ |v3].



92 3 GEOMETRIE

Beziehen wir uns schlieflich nochmals auf die zweite Abbildung dieses Abschnitts [in
welcher der zu 77 parallele Vektor A - o7 bislang(!) noch nicht behandelt wurde| und dabei
insbesondere auf den gerade in der Klammer erwadhnten dritten Vektor

'U—3>::)\"U—1>,

welcher zusammen mit dem Vektor

P

wegen
u L v
somit
[vi]  |det (91, 03) )
— T
|?3_| U1 - U2

erfiillt, fithrt dies nach Quadratur zu
(01 - 03)" - (0% = 2 (01 - 03) - A+ 7%+ A%) = 07 [det (0], )] N°
bzw.
ot { (@ W) = det [, B}~ 2 (@) A+ (01 B =0
resp. unter Anwendung der LAGRANGE-Identitét zu
G PRGN R STl RP S P U A NP SR U S s TARY

Anwendung der kleinen Losungsformel ergibt

—

2~(v_>1-v_2>)3:|:2-(ﬁ-v2)-\/(%-@)4—1;_1)1@_2)2-[2-(@-@)2—0_{2-@2}
1A =

bzw. vereinfacht

resp.
O ) N R Y el G S
)\1—(”01‘112) ) 5 = U_>2
oz 2 (o - W) - o2 1) 1
sowie
NS SR G Sl G S0l G SR G R VR &
2 = U1 - V2)" = .
w2 @emy -] 2w -
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Das Resultat fiir A\ fiihrt wegen
03] = A i

zunéichst unter Beachtung von o2 =¥ - U = |7|2 7Zu

3 :U]_Q 1 |U_1>|2 1 |:’U1| 3 ?}12
sowie , , ,
o (-8 m) g CLW GL
Ly (@9
=V T =y
U1
ergo

—2 —2 —>2
vyt U3t =07,

womit A; also tatsdchlich auf jenen Vektor 5 fithrt, fiir welchen

v L v - (##H)

gilt.
Nun folgt aus (##) ferner

vt -5 = [of] - (98]

woraus sich zusammen mit (##+#) folgende grundlegende Eigenschaft des skalaren Pro-

dukts ergibt, wozu wir geméafl der unteren Abbildung den Vektor v3 in pz (v3) umbenennen
werden:

N SATzZ 7.| Das skalare Produkt zweier
v2 Vektoren v_f und v_2> des R? ist gleich
dem Produkt aus dem Betrag von o

“y

sowie dem Betrag von pg: (v3), der so-
genannten vektoriellen Projektion von

v_2> auf v_1>, welches fur

{ £ (07, 705) < 90° } { positiv }

£ (0], 13) > 90° negativ

1st.

[ BEMERKUNG 2.| Der Fall £ (vf, v3) = 90° fiihrt wiederum auf Satz 1.

‘BEMERKUNG 3. ‘ Die Vektorsumme

bezeichnet man als orthogonale Zerlegung von v5 nach 7.



94
Y
B
90° — ¢
C 90° — ¢
T3
ANG
2 '280
90° — 29 &
o7
- D
© F
O

3 GEOMETRIE

| BEMERKUNG 4.| Zur
geometrischen  Bedeu-
tung der Losung As
betrachten wir die linke
Abbildung;:

Die Losung Ay generiert
einen  entsprechenden
Vektor U_3> = O—1>4 We-
gen (#) gilt zunichst,

dass tan [£ (07, 03]
durch den Quotient
AC  : OA gegeben

ist."'Da tan [£ (0], 03)]
aber ebenso durch die
Proportion AB : OA
beschrieben werden

kann, _folgt daraus
AB = AC.

Somit ist das Dreieck AABC also gleichschenklig, woraus die eingezeichneten Innen-
winkel in ebenjenem Dreieck hervorgehen. Uber den beschrifteten Komplementirwinkel
90° — 2¢p ergibt sich dann der Innenwinkel £ FC' A = 2. Bisketion fiihrt auf den halben
Winkel LECD = ¢. Wegen der verbleibenden Winkelhélfte £ DCA = ¢ folgt somit
£DCB = 90° und ebenso £LOC'D = 90°, womit die Dreiecke AEDC und AC'DO wegen

ADEC = £DCO sowie LCDE = £CDO

zueinander @nhlich sind und deshalb schlieBlich L FOC = L EC'D = ¢ gilt. Dadurch lasst
sich die zweite Losung fiir 75 durch folgende Konstruktionsschritte ermitteln (welche der

werte L Z ser zur Ubung selbst kommentieren moge):

e Normale auf v_f durch die Spitze C' von 172) an der Normalen auf 172) durch C an

spiegeln.

e Gespiegelte Gerade mit der Trégergerade
A liefert.

|
e Dann ist OA die zweite Losung fiir v3. O

—

von vy schneiden, was den Schnittpunkt

51Der Winkel zwischen v_f und v_g wurde an dieser Stelle absichtlich (noch) nicht mit ¢ bezeicheet, da
sich dies erst im Zuge der folgenden elementargeometrischen Argumentation (”Winkeljagd”, vgl. dazu

auch die Bemerkungen in Abschnitt 3.2!) ergeben wird.
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4 Analysis

4.1 Die Sektorformel fiir Kurven in Parameterdarstellung

Wird eine Kurve k wie
jene in der linken Abbil-
dung durch die Parame-
terdarstellung

beschrieben und be-
zeichnet Ty bzw. 13
jenen Punkt auf &,
welcher dem Parame-
terwert ¢y bzw. tg + At

entspricht, so lasst sich der Flacheninhalt F'(¢y, At) des durch den Kurvenbogen von Ty bis

T7 sowie den Radiusvektoren 070 und (ﬁ begrenzten Sektors durch den Flacheninhalt
F(to, At) des Dreiecks AOTyT; approximieren und man erhélt zunéchst

1 x(to) x(to + At)
F(to, At) = §-det( u(to) ylto+ At) )

Geschicktes Einbauen einer Teleskopsumme zwecks Erreichung zweier Differenzenquoti-
enten (durch zusétzliche Multiplikation von 1 mit Verve, d.h. via 1 = ﬁ—i) fithrt auf

F(to, At) = % [z(to) - y(to + At) — x(to) - y(to) — x(to + At) - y(to) + z(to) - y(to)] =
_ % Natts) - y(to + AAti —ylto) y(to) - (to + AAti —x(to)
und somit im Grenzwert auf
Jim F(ty, At) = % [z(to) - ¥ (to) — 2'(t0) - y(to)] - dt.

Entspricht A bzw. B nun dem Parameterwert t = a bzw. t = b, so liefert Integration iiber

I = [a; b] schlieBllich mit
L [T 2O
7=3 /dt(y@) y'<t>) a

a

—
eine Formel fiir den Flidcheninhalt des von den Ortsvektoren OA und @ sowie dem
zwischen A und B verlaufenden Kurvenbogen begrenzten Sektors.

] BEMERKUNGEN: \
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e Handelt es sich bei k speziell um den Graphen I'y einer Funktion f, so gilt (t) =t
sowie y(t) = f(t), woraus sich geméB der Abbildung in

dufSerst interessanter Art und Weise” aus der Sektorformel
via

to

_ 1 o ¢ 1 . b f(t) b f(t2)
H= 3 /dt(ﬂwlmw) = >

t1

der Inhalt des Normalbereichs zwischen I'y und der
x—Achse im Intervall I = [ty; 1] = [a; b] ergibt (wobei wir

aus Griinden der Gewohnheit wieder zur Integrationsvariable z iibergehen und ferner

b a
[ f(z)-daz+ [ f(z)-dz = 0 sowie die Technik der partiellen Integration verwenden):
a b

a

[ o 7@ = @) e 50) —a- gl | -

b

Aufgrund der speziellen Anordnung von Ober- und Untergrenze sei es dem werten
L Z ser als vorziigliche Ubung iiberlassen, (zahlreiche!) weitere Fille bzgl. der Vor-

zeichenkombinationen von Ober- und Untergrenze sowie des Verlaufs von I'; unter-
scheiden

bzw. oberhalb der z—Achse zu unter !
suchen

e (Zunéchst lediglich) formal (und auch dies nur auf heu-
ristischem Argumentationsniveau!) interessant ist wegen

b
1 d
F = 5/ [x(t) -y (t) — 2'(t) - y(t)]-dt unter Beriicksichtigung von z'(t) = d—f sowie
/ dy .. . ) 1
y'(t) = T die sich daraus ergebende Notation F = 5 (x-dy —y-dx)
k
bzw.

P () () et f(2) 0

""In dieser deduktiven Form des logischen Schliefens erhilt man entsprechende Resultate in top-down-
Form aus allgemeineren Sitzen (also ganz im Gegensatz zur induktiven Vorgehensweise in der Schulma-
thematik!).
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wordurch sich F als sogenanntes Kurvenintegral interpretieren lésst, welches in
der Vektoranalysis sowie der komplexen Analysis ein unerlissliches Konzept
darstellt und die Riickfiihrung der Formel fiir F auf ein Kurvenintegral fiir den
Fall einer geschlossenen Kurve k und dem von ihr berandeten Gebiet B (wofiir man
dann auch k = 0B schreibt) in diesem Zusammenhang bereits einen Spezialfall des
berithmten GREENschen Integralsatzes

d? /flwy ~dx + fo(z,y) - dy—//[%—a—];l]-dxdy (%)

fir fi(x,y) = —y und fo(x,y) = x darstellt, wobei das Doppelintegral auf der
(ganz) rechten Seite von (*) als Volumen zwischen der durch

B _Ofy 0f
Z—g(x,y)—%—a—y

definierten Fldche und der zy-Ebene iiber/unter dem Bereich B (als Verallgemei-
nerung des Normalbereichs des Graphen einer Funktion in einer Variable) aufge-
fasst werden kann. Fiir Interessierte sei beziiglich der Vektoranalysis (welcher der
GREENsche Integralsatz zuzuordnen ist) auf [23] verwiesen und als Andeutung einer
Verbindung (ebenso in heuristischer Form) zur komplexen Analysis mit

I=¢ f(Z)-d7 (wobei Z =x+i-y),

oB

ergo

I= fglg [u(z,y) +i-v(z,y)]-(de+i-dy) = 7{)8u(x,y).dx—v(x,y).dyﬂ.?gls vz, y)-dz+u(z, y)-dy

bzw. wegen des GREENschen Integralsatzes

I e [ () o

resp. unter Verwendung der CAUCHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen (vgl.

etwa [46], S. 169 oder [47], S. 135f!) §% = 3% und §% = —§2 mit
// (%_a_u) dedy + 1 - // (@—@>-dxdy:0+0-i20
dy

und somit

7{ f(2)-dz =0 fiir geschlossene Kurven C sowie homolorphe Funktionen f
c

der CAuCHYsche Integralsatz begriindet (mehr aber auch schon nicht!™).

"8Fiir Interessierte sei schlieflich beziiglich der komplexen Analysis auf [19] verwiesen, wo dieses
(im deutschen Sprachraum auch als Funktionentheorie bezeichnetes) Forschungsgebiet auch in hoheren
Dimensionen [wo dann der Kérper C der komplexen Zahlen durch den Schiefkérper H der HAMILTONschen
Quaternionen (vgl. dazu Abschnitt 2.2!) bzw. noch allgemeiner CLIFFORD-Algebren ersetzt wird]
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4.8 (Wie die EuLERsche Zahl in die) Hyperbelfunktionen (kommt)

Der zweideutige Titel dieses Abschnitts suggeriert bereits, dass es hier nicht nur um ei-

ne Definition der Hyperbelfunktionen sowie einiger Folgerungen daraus (u.a., dass sie

eine Parametrisierung der Einheitshyperbel gestatten, was ja erst zu ihrer Namensge-

bung fiihrt) geht, sondern um einen genetischen Weg zu diesen beiden (auffillig mit den

Winkelfunktionen verwandten®”) Funktionen, wozu wir zunichst einen Abstecher zu den
Winkelfunktionen (zuweilen auch Kreisfunktionen genannt) unternehmen:

Y Gemaf der linken Abbildung

wird  jedem  orientierten

Winkel ¢ = ALAOB mit

h 0(0]0), A(1]0) sowie einem

0 beliebigen Punkt B auf der

Einheitskreislinie & mit der

os Gleichung k : 22 + 9% = 1

mit der Lange t des Kreis-

bogens von A nach B sein

2 A sogenanntes Bogenmaf3

e e r t zugeordnet, wobei die

Umrechnung aufgrund der

Formel v = 27 - r fiir den

Umfang u einer beliebigen

Kreisfliche vom Radius r

wegen r = 1 im Falle von k

: t _m
v1ag—§‘(%bzw.t—11@-cp
resp. umgekehrt ¢ = 189 . ¢

™

erfolgt.

Versucht man dies nun ana-
log bei der Einheitshyperbel A mit der Gleichung h : 22 —y? = 1 (x), so wird man freilich

mit der Berechnung der entsprechenden Bogenlédnge ¢ konfrontiert, was unter Anwendung
der in Abschnitt 4.3 hergeleiteten Formel via impliziter Differentiation® von (*) zunéichst

zu
2

2e—2 -y =0 = y=° = 1+y’2=1+$—2
Y Y
bzw. unter Beriicksichtigung von (x) zu

x2 202 — 1 1
ity \/+x2—1 \/1:2—1 \/+ 2

2 —1

und damit fiir ¢ auf das Integral

Ez/\/2+x21_1-dx (%)
1

[mit einer noch festzulegenden Obergrenze u (Dabei soll u fiir "upper boarder” stehen.)]
fiihrt.

87Darauf wird im Anhang dieses Abschnitts noch eingegangen!
88Fiir eine detaillierte Herleitung dieser Technik vgl. man etwa [47], S. 27ff!
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Wie schon in Abschnitt 4.5 erwihnt, ldsst sich iber den Satz von OSTROWSKI (vgl. [4],
S. 149ff) entscheiden, ob ein Integrand eine elementare Stammfunktion besitzt, was beim
Integranden von (k%) nicht der Fall ist.

Folglich lasst sich die Interpretation des Parameters ¢ in der Parameterdarstellung

e xo- (50

von k als Bogenlénge nicht auf h iibertragen, weshalb wir unsere Vor-
gehensweise geméf der unteren Abbildungen modifizieren (miissen):

Y Aufgrund der Formel A = 7w - r?

fir den Inhalt A einer beliebigen
Kreisflache vom Radius r ergibt
sich zusammen mit der schon zuvor
zitierten Umfangsformel insgesamt
A = -7 und somit fiir den Flachenin-
halt des doppelten zum Bogen von A
nach B zugehorigen Kreissektors ent-
L - t A sprechend ADoppelsektor =27 }v
also ADoppelsektor = t, womit
wir also zu einer alternativen
Interpretation des Parameters ¢
B als Flacheninhalt gelangen, was wir
nun wiederum von k auf h (zu)
iibertragen (versuchen):

Dazu etikettieren wir die Koordina-
ten des entsprechenden erzeugenden
Punkts X auf A mit X (cosh¢|sinht)

und nennen sie aufgrund ihrer geometrischen Bedeutung beziiglich h analog zu k gleich
passend Cosinus hyperbolicus (kurz: kosch) sowie Sinus hyperbolicus (kurz: sinsch),
wobei wir der einfacheren Schreibweise wegen vorldufig die Abkiirzungen u := cosh t sowie
v := sinh t verwenden werden, was auf die néchste Abbildung bezogen zur definierenden
Gleichung

cosh t

t=2- /y-dx

mit
P?—yt=1 = y=+va2-1

und somit zu
u

t:2-/\/x2—1-dx

1
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Yy v fiihrt. Da die Berechnung des
letzten Integrals aber gerade
1 die Substitution x = cosht
erfordert, landen wir schein-
L bar wieder in einer Sackgas-
se, wenn wir da nicht die
Moglichkeit einer Koordi-
natentransformation hétten,
und zwar in Form einer Dre-
hung von A um den Koor-
dinatenursprung um -+45°,
wofiir wir mit Hilfe der
Kippregel (vgl. etwa [46],
S. 20 oder [47], S. 157f!)
folgende Uberlegung anstel-
len (oder eine Drehmatrix
verwenden, vgl. z.B. [4], S.
159f1):

X ! Geméafl der unteren Abbil-
' dung erhalten wir fiir das
Bild des Ortsvektors

;)

x
Y

054

S

05

unter einer Drehung um
+90° um den Ursprung
durch  Anwendung  der
Kippregel den Vektor

—) _
0X' = ( Y ) .
X ’
Vektoraddition fithrt auf den
-z; Vektor
O OX”:O_)5+OX’:(§;Z>,

dessen Linge nun aber als Quadratdiagonale das v/2-fache des gemeinsamen Vektorbe-
trags
—
0X| = |oxX’

aufweist, was fiir den durch Drehung von X um 445° um O hervorgehenden Punkt X"

noch eine Stauchung von X” an O mit dem Stauchfaktor \ = \/Li erfordert und damit

schlieBlich zum gedrehten Punkt
X" (x — Y| T+ y)
V2 [ V2
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¥y fithrt. Dadurch ergibt sich
fiir das Bild von X (u|v) un-
T ter dieser +45°-Drehung um

‘ O der Punkt
uU—v|u+v

Da nun wegen X € h

w =t =1 (#)

0s t v gilt, ldsst sich dies aufgrund

der Termstrukturen in den
Koordinaten von Y (2'|y/)
optimal via

o

05 2 2

implementieren, weshalb
also der gedrehte Punkt Y
auf der Kurve A’ mit der

Gleichung

1 11
/. _ /. - _ .
h.xy—szw.h.y 5 7
liegt, wenn X auf h liegt, womit es sich bei A’ also um das Bild von h unter dieser Drehung
handelt.

Dadurch werden wir fiir die Berechung von v und v [nebst (#)] gemé8 der oberen Abbil-
dung auf

Ty

1 1
t = Apoy,y + 5 / . dz — Anov, v (#4)

Ty
gefithrt, was es nun noch vonnoten macht, die Koordinaten von Y’ zu ermitteln:

Dazu gilt es aber lediglich zu beachten, dass X’ durch Spiegelung von X an der z-Achse
entstanden ist, weshalb wir jetzt nur noch Y am Bild der gedrehten z-Achse zu spiegeln
haben, bei dem es sich aber gerade um die erste Mediane handelt, an der bekanntlich
rechnerisch gespiegelt wird, indem man einfach die Koordinaten vertauscht®

v (u +o|lu-— v)
V2 | V2
89 . . . .- . . ey 4
Beweis: Es ist zu zeigen, dass (1) fiir den Punkt X (z|y) und seinen Bildpunkt Y (y|z) der Vektor XY
auf jeden Richtungsvektor der ersten Mediane normal steht sowie (2), dass der Mittelpunkt Mxy auf

der ersten Mediane liegt. Weil 7= 1 ) ein Richtungvektor der ersten Mediane ist, folgt (1) wegen
’? Yy—x 1 . . . .
XY = Ty | = _q | aus der Kippregel. Da ferner y = x eine Gleichung der ersten Mediane

ist, folgt (2) unmittelbar wegen Mxy (%‘*’ﬂ %), 0.
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fithrt und somit in (#+#) eingesetzt

'y 1 / T
t= —-Inz|¥, —
ergo
~ Iny' —Ina’
2
bzw.
hl u+v
t — u—v
2
resp.
P U+ v
u—v
hervorbringt.

Zum Auflésen nach v und v entlogarithmieren und quadrieren wir zunéchst ...

U+ v
o2 —
u—v
..., was weiter vereinfacht ...
(u—v)e* =u+v

.. auf

fithrt.
Durch Einsetzen von (~) in die Nebenbedingung (#) erhalten wir

2t 4 q 2
<62t+ ) —1]:1
et —1

/1)2'

bzw.
1}2 . [(6216 4 1)2 o <62t _ 1)2] _ (62t _ 1)2
resp.
U2 4€2t — (€2t 1)2’
ergo
et — 1
t —
U( ) 26t )
was auch via
(' —e™)

angeschrieben werden kann (Der werte L . ser argumentiere zur Ubung, warum nicht die

andere Vorzeichenvariante gewéhlt wurde!) und durch Einsetzen in (~) schliefllich auch

noch 2
_ e +
(e —e t)'€2t_1
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bzw. . . .
B ‘ 4 € t+er
U(t)—§(€—€ ) et_e_t
resp.
1
u(t) = 5-(et+e B!
Damit stoflen wir also ingesamt mit
1 t —t ; 1 t t
cosht:zi-(e +e") und Smhtzzé-(e—e )

via
X(t) = (cosht|sinht)

analog zur Parametrisierung der Einheitskreislinie auf eine Parametrisierung der Einheits-
hyperbel.

In nebenstehender  Abbil-
dung finden wir die Graphen
der sinsch- und der kosch-
Funktion sowie jener der
via

y = sinhx

y = tanhz cosht

definierten  tdnsch-Funktion
tanh (Langform: Tangens
hyperbolicus).

5 Die den Funktionsgleichungen

y=sinhz = - (e —e™")

N | —

und

ol y=coshz =—-(e"+e7")

N | —

unmittelbar zu entnehmenden Eigenschaften
cosh(—x) = coshz sowie sinh(—xz) = —sinhx

(welche ja nichts weiter besagen, dass cosh bzw. sinh eine gerade bzw. ungerade Funktion
ist, mehr noch gilt wegen sinh x 4+ coshz = e” sogar, dass sinh bzw. cosh der ungerade
bzw. gerade Teil®® der natiirlichen Exponentialfunktion ist.) spiegeln sich in deren Funkti-
onsgraphen durch die Axialsymmetrie bzgl. der y—Achse bzw. die Punktsymmetrie bzgl.
des Koordinatenursprungs wieder.

90Ubrigens lisst sich jede Funktion f (wie der werte L Z ser als Ubung beweisen moge) via folz) =

W und f,(z) := w in ihren geraden bzw. ungeraden Teile f, bzw. f, zerlegen.
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Wegen
1 —1
lim coshz =—--¢% und lim sinhz = —-e¢
T——00 2 T——00 2

—T

sowie

1
lim coshz = lim sinhz = = - &*
Z—00 T—00 2

gilt demnach
lim tanhz = +1,

T—Foco

womit die hyperbolische Tangensfunktion im Gegensatz zu ihrem trigonometrischen Pen-
dant nach oben und unten beschrinkt und auflerdem Vx € R definiert ist.

Auch bei den hyperbolischen Pendants der trigonometrischen Sinus- und Cosinusfunktion
stellen sich mit der Bijektivitéit der sinsch-Funktion (welche auch fiir die tinsch-Funktion
gilt) und der (nach unten) beschrénkten kosch-Funktion mitunter gehorige Verédnderungen
gegeniiber ihren ”Urahnen” ein, jedoch bleibt in allen drei Féllen die Eigenschaft gerade
bzw. ungerade aufrechterhalten, ferner berithren (wie auch im trigonometrischen Fall) die
Graphen der sinsch- und der tinsch-Funktion einander im Koordinatenursprung.®!

Eine besonders interessante Kriimmungskreiskonstruktion besitzt
der Graph der kosch-Funktion, wofiir wir zunéchst die Kriimmungs-
kreisformel aus Abschnitt 4.4 auf f(z) = cosh x anzuwenden haben:

f(z) =coshz = f'(z)=sinhz, f’(z)=coshz

N u\ To — —ig;ﬁig 1+ sinh? o)
v )\ coshzy+ —=— - (1 + sinh® z)

cosh xq

bzw. [wegen cosh’z —sinh®z =1 = 1+sinh®z = cosh®x (~~)]

(A T _ —ginh zg
( v > N < cosh zg ) + coshz ( 1 >

Damit ist der Kriimmungskreisradius in jedem Punkt P des Graphen der kosch-Funktion
[wegen (~~)] gleich dem Quadrat der y-Koordinate von P und somit in (0|1) minimal.

Um daraus eine Konstruktion (vgl. Abbildung auf der nichsten Seite!) abzuleiten, machen
wir uns erneut (~~) zunutze und tragen die y—Koordinate von P (ergo: coshxy) vom
Tiefpunkt 7°(0|1) des Graphen der kosch-Kurve aus auf der xz-Achse ab, was uns mit
dem Schnittpunkt X (fiir 2o > 0 bzw. 2o < 0 auf der positiven bzw. negativen x-Achse)

zusatzlich bereits via
[ —sinhxg
X7 = ( : )

gemaf der obigen Berechnung von Mp(u|v) einen Normalvektor an den Graphen der

—
kosch-Kurve in P liefert. Da die y—Komponente des Kriimmungskreisradiusvektors PMp
gleich der y—Koordinate von P ist, spiegeln wir die Projektion P, von P auf die x—Achse

91Beweis: (sinhz) = 3 - (e — e ®) = 1. (e” + e *); daraus ergibt sich (sinhz)’ = cosha [Der

werte L Z ser zeige zur Ubung, dass ebenso (coshz)’ = sinh z gilt.] und somit speziell (sinhz)’_, = 1.

/ _ (sinhz\’ _ cosh? z—sinh? x _ 1 / _
(tanh .CE) - (coshx) - cosh? x ~ cosh?zx = (tanh m)l‘=0 =1 0.
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einfach an P und legen durch
den gespiegelten Punkt P’
eine Parallele zur x-Achse,
welche dann nur noch mit
der Parallele zu XT durch
P zu schneiden ist, um
den Kriimmungskreismittel-
punkt Mp und damit auch
den Kriimmungskreis kp zu
erhalten.

Bevor wir nun im bereits
angekiindigten Anhang zu
diesem  Abschnitt  einen
alternativen Weg zu den
Hyperbelfunktionen behan-
deln, sei noch auf einen
physikalischen Aspekt des
Graphen der Fkosch-Kurve
hingewiesen, welcher unter

dem Stichwort Kettenlinie etwa in [50], S. 74ff. behandelt wird und im Wesentlichen darauf
hinauslduft, dass eine an zwei Punkten frei aufgehéngte schwere Kette durch die Kurve k
mit der Gleichung k : y = c- [cosh(% + b) + a] k beschrieben wird, wobei ¢ physikalisch

bestimmt ist und a sowie b durch Randbedingungen festgelegt werden.

P, X

Anhang: Ein alternativer Weg zu den Hyperbelfunktionen

Am Ende des Abschnitts 4.6 zur EULERschen Formel sind wir (bzw. in letzterem Fall der

werte L 2 ser durch eigensténdiges Beweisen) auf

: 1 ( T —iz) . ( ia:+ —i:z:)
sine = — - (e —e sowie cosx = — - (e e "),
2 2
was ja eine frappante Ahnlichkeit zu den soeben hergeleiteten ”hypberbolischen Cous-
ins” aufweist.

Beziehen wir ferner noch die Zerlegung
e’ = cos(—ix) + i - sin(—ix)

aus Abschnitt 4.7 mitein und kombinieren die letzten beiden Formelzeilen miteinander,
so erhalten wir

xT

1
T NG R RS}

DO | —

was wir jetzt in Analogie zu

e =cosx +i-sinw
abseits der (nunmehr verschwundenen) imagindren Elemente als Anlass zur Definition
von

coshz := (e —e™)

NN

(e +e ") sowie sinhz :=

DO | —
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