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3.3 Nachtrag zum skalaren Produkt und zur Determinante

Zum skalaren Produkt zweier Vektoren gibt es diverse Zugänge, welche u.a. in [47], aber
vor allem in [46] ausführlichst diskutiert werden. Eine Ergänzung dazu soll der vorliegen-
de Abschnitt geben, wobei wir dazu aber zu allererst die (ersten) Additionstheoreme der
(Co-)Sinusfunktion benötigen (welche man freilich eben gerade über das skalare Produkt
herleiten kann, siehe dazu etwa [47], S. 169f!), um daraus das entsprechende Additions-
theorem für die Tangensfunktion zu gewinnen [was auch umgekehrt möglich ist, vgl. dazu
[47], S. 127f(f)!]. Dazu gehen wir von der linken Abbildung aus und konstatieren zunächst

h = b · cosα = a · cos β (∗),

woraus sich zusammen
mit der trigonometrischen
Flächeninhaltsformel (wel-

che sich ebenso ohne Zuhilfenahme vektorieller Methoden beweisen lässt) aufgrund von

A∆ABC = A∆AFC +A∆FBC

zunächst
ab · sin(α + β) = bh · sinα + ah · sin β

bzw. eben wegen (∗)

ab · sin(α + β) = ba · sinα cos β + ab · sin β cosα,

also schließlich
sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β (∗∗)

ergibt, was zwar zunächst nur für spitze Winkel gilt, jedoch durch sukzessive Anwendung
der ersten Phasenverschiebungsformel

cosα = sin(α + 90◦) (∗ ∗ ∗)

auf beliebige Winkel zwischen 0◦ und 360◦ verallgemeinert werden kann (was dem werten

L
e
ö
ser als Übungsaufgabenpaket überlassen bleibt).

Zur Berechnung von cos(α + β) wenden wir (∗ ∗ ∗) an und erhalten

cos(α + β) = sin[α + (β + 90◦)]

sowie unter Anwendung von (∗∗) - wobei wir bereits an dieser Stelle über spitze Winkel
hinausgehen! - zunächst

sin[α + (β + 90◦)] = sinα cos(β + 90◦) + cosα sin(β + 90◦)

bzw. wegen sowohl (∗ ∗ ∗) als auch der zweiten Phasenverschiebungsformel

cos(α + 90◦) = − sinα

in weiterer Folge
sin[α + (β + 90◦)] = − sinα cos β + cosα cos β



3.3 Nachtrag zum skalaren Produkt und zur Determinante 89

bzw. zusammen mit (∗ ∗ ∗) dadurch

cos(α + β) = cosα cos β − sinα cos β,

woraus wir schließlich auf

tan(α + β) =
sin(α + β)

cos(α + β)
=
sinα cos β + cosα sin β

cosα cos β − sinα cos β
=

=

1

cosα cosβ
· (sinα cos β + cosα sin β)

1

cosα cosβ
· (cosα cos β − sinα cos β)

=
tanα + tan β

1− tanα tan β

resp. durch Übergang von β zu −β unter Verwendung der Eigenschaft tan(−ϕ) = − tanϕ
auf

tan(α− β) = tanα−tanβ

1+tanα tanβ

stoßen.

Jetzt wenden wir diese Formel auf die folgende Situation an (vgl. untere Abbildung!:

Ausgehend von zwei Vektoren

−→v1 =
(

x1

y1

)

und −→v2 =
(

x2

y2

)

,

mit den Polarwinkeln β und α kon-
statieren wir zunächst

tan β =
y1

x1

sowie tanα =
y2

x2

,

was wegen obiger Formel in weiterer
Folge

tan(α− β) =

y2
x2

− y1
x1

1 + y2
x2

· y1
x1

bzw. umgeformt

tan(α− β) =

=:Z
︷ ︸︸ ︷
x1y2 − x2y1

x1x2 + y1y2
︸ ︷︷ ︸

=:N

impliziert.

Da der Nenner N nur für α− β = 90◦ verschwindet, gilt somit

−→v1 ⊥ −→v2 ⇔ x1x2 + y1y2 = 0,

was uns zu folgender Definition/Satz-Kombination führt:
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Definition 1. Unter dem skalaren Produkt −→v1 · −→v2 der Vek-
toren −→v1 =

(
x1

y1

)

und −→v2 =
(

x2

y2

)

des R2 versteht man die via

−→v1 · −→v2 := x1x2 + y1y2

definierte reelle Zahl (Skalar).

Satz 1 (”Orthogonalitätskriterium). Zwei Vektoren des R2 stehen ge-

nau dann aufeinander normal, wenn ihr skalares Produkt Null ergibt.

Wegen

tan(α− β) =
sin(α− β)

cos(α− β)
=

Z

N
=

Z
−→v1 · −→v2

ergibt sich

Z = k · sin(α− β) ∧ −→v1 · −→v2 = k · cos(α− β),

was uns natürlich neugierig auf diesen konstanten Faktor k macht, weswegen wir die
bekannte Identität

cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1

ausnutzen und dadurch

(x1y2 − x2y1)
2

k2
+
(x1x2 + y1y2)

2

k2
= 1

bzw.

x1
2y2

2 − 2x1x2y1y2 + x2
2y1

2 + x1
2x2

2 − 2x1x2y1y2 + y1
2y2

2 = k2

resp.

x1
2y2

2 + x2
2y1

2 + x1
2x2

2 + y1
2y2

2 = k2

und schließlich

k2 = (x1
2 + y1

2) · (x2
2 + y2

2)

erhalten. Durch Wurzelziehen und Verwendung vektorieller Notation erhalten wir

k = |−→v1 | · |−→v2 |

und somit

cos [∡ (−→v1 ,−→v2)] =
−→v1 · −→v2
|−→v1 | · |−→v2 |

sowie

|−→v1 | · |−→v2 | · sin [∡ (−→v1 ,−→v2)] = Z,

woraus aus der trigonometrischen Flächeninhaltsformel folgt, dass durch den Zähler Z der
orientierte Flächeninhalt des von den Vektoren −→v1 und −→v2 aufgespannten Parallelogramms
vermittelt wird.

Daraus erhalten wir folgende Definition/Sätze-Kombination:
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Satz 2 (Vektor-Winkel-Formel, kurz: VW-Formel). Für den Winkel ϕ zwischen zwei

Vektoren −→v1 und −→v2 des R2 gilt stets

cosϕ =
−→v1 · −→v2
|−→v1 | · |−→v2 |

.

Definition 2. Unter derDeterminante det (−→v1 ,−→v2) des geordneten Vektorpaars (−→v1 ,−→v2)
mit den Vetktoren −→v1 =

(
x1

y1

)

und −→v2 =
(

x2

y2

)

des R2 versteht man die via

det (−→v1 ,−→v2) := x1y2 − x2y1

definierte reelle Zahl.

Bemerkung 1. Da eine Vertauschung der Reihenfolge der beiden Vektoren offensicht-
lich das Vorzeichen der Determinante ändert, wurde bei der Formulierung von Definition 2
auf ein geordenetes Vektorpaar Wert gelegt, welches seinerseits wiederum eine sogenannte
Matrix bildet.

Satz 3. Der Flächeninhalt A des von zwei Vektoren des R2 aufgespannten Pa-
rallelogramms lässt sich durch die Determinante der beiden Vektoren berechnen.

Satz 4 (Lagrange-Identität). Für je zwei Vektoren −→v1 und −→v2 des R2 gilt

(−→v1 · −→v2)2 + [det (−→v1 ,−→v2)]2 = |−→v1 |2 · |−→v2 |2

bzw. (da ja offensichtlich −→v · −→v = |−→v |2 gilt, was unter Einführung
der Notation −→v · −→v =: −→v 2 schließlich |−→v |2 = −→v 2 hervorbringt)

(−→v1 · −→v2)2 + [det (−→v1 ,−→v2)]2 = −→v1 2 · −→v2 2.

Satz 5. Der Flächeninhalt A des von zwei Vektoren −→v1 =
(

x1

y1

)

und −→v2 =
(

x2

y2

)

des R2 aufgespannten Parallelogramms lässt sich (nebst Satz 2 auch) durch die Formel

A =

√

−→v1 2 · −→v2 2 − (−→v1 · −→v2)2

berechnen.

Satz 6 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Für je zwei

Vektoren −→v1 =
(

x1

y1

)

und −→v2 =
(

x2

y2

)

des R2 gilt stets

− |−→v1 | · |−→v2 | ≤ −→v1 · −→v2 ≤ |−→v1 | · |−→v2 | .



92 3 GEOMETRIE

Beziehen wir uns schließlich nochmals auf die zweite Abbildung dieses Abschnitts [in
welcher der zu −→v1 parallele Vektor λ ·−→v1 bislang(!) noch nicht behandelt wurde] und dabei
insbesondere auf den gerade in der Klammer erwähnten dritten Vektor

−→v3 := λ · −→v1 ,

welcher zusammen mit dem Vektor

−→v4 := −→v2 − λ · −→v1

wegen
−→v3 ⊥ −→v4

somit
|−→v4 |
|−→v3 |

=

∣
∣
∣
∣

det (−→v1 ,−→v2)
−→v1 · −→v2

∣
∣
∣
∣

(#)

erfüllt, führt dies nach Quadratur zu

(−→v1 · −→v2)2 ·
(−→v2 2 − 2 · (−→v1 · −→v2) · λ+−→v1 2 · λ2

)
= −→v1 2 · [det (−→v1 ,−→v2)]2 · λ2

bzw.

−→v1 2 ·
{

(−→v1 · −→v2)2 − det [(−→v1 ,−→v2)]2
}

· λ2 − 2 · (−→v1 · −→v2)3 · λ+ (−→v1 · −→v2)2 · −→v2 2 = 0

resp. unter Anwendung der Lagrange-Identität zu

−→v1 2 ·
[

2 · (−→v1 · −→v2)2 −−→v1 2 · −→v2 2
]

· λ2 − 2 · (−→v1 · −→v2)3 · λ+ (−→v1 · −→v2)2 · −→v2 2 = 0.

Anwendung der kleinen Lösungsformel ergibt

1λ2 =

2 · (−→v1 · −→v2)3 ± 2 · (−→v1 · −→v2) ·
√

(−→v1 · −→v2)4 −−→v12 · −→v22 ·
[

2 · (−→v1 · −→v2)2 −−→v12 · −→v22
]

2 · −→v12 ·
[

2 · (−→v1 · −→v2)2 −−→v12 · −→v22
]

bzw. vereinfacht

1λ2 = (−→v1 · −→v2) ·
(−→v1 · −→v2)2 ±

√
[

(−→v1 · −→v2)2 −−→v1 2 · −→v2 2
]2

−→v1 2 ·
[

2 · (−→v1 · −→v2)2 −−→v1 2 · −→v2 2
]

resp.

λ1 = (−→v1 · −→v2) ·
(−→v1 · −→v2)2 + (−→v1 · −→v2)2 −−→v1 2 · −→v2 2
−→v1 2 ·

[

2 · (−→v1 · −→v2)2 −−→v1 2 · −→v2 2
]2 =

−→v1 · −→v2
−→v1 2

sowie

λ2 = (−→v1 · −→v2) ·
(−→v1 · −→v2)2 − (−→v1 · −→v2)2 +−→v1 2 · −→v2 2
−→v1 2 ·

[

2 · (−→v1 · −→v2)2 −−→v1 2 · −→v2 2
] =

(−→v1 · −→v2) · −→v2 2

2 · (−→v1 · −→v2)2 −−→v1 2 · −→v2 2
.
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Das Resultat für λ1 führt wegen

|−→v3 | = λ · |−→v1 |

zunächst unter Beachtung von −→v 2 = −→v · −→v = |−→v |2 zu

|−→v3 | =
−→v1 · −→v2
−→v1 2

· |−→v1 | =
−→v1 · −→v2
|−→v1 |2

· |−→v1 | =
−→v1 · −→v2
|−→v1 |

(##) ⇒ −→v3 2 =
(−→v1 · −→v2)2
−→v1 2

sowie

−→v4 2 =
(

−→v2 −
−→v1 · −→v2
−→v1 2

· −→v1
)2

= −→v2 2 − 2 · (
−→v1 · −→v2)2
−→v1 2

+
(−→v1 · −→v2)2
−→v1 2

=

= −→v2 2 −
(−→v1 · −→v2)2
−→v1 2

,

ergo
−→v4 2 +−→v3 2 = −→v2 2,

womit λ1 also tatsächlich auf jenen Vektor
−→v3 führt, für welchen

−→v3 ⊥ −→v2 −−→v3 (###)

gilt.

Nun folgt aus (##) ferner
−→v1 · −→v2 = |−→v1 | · |−→v3 | ,

woraus sich zusammen mit (###) folgende grundlegende Eigenschaft des skalaren Pro-

dukts ergibt, wozu wir gemäß der unteren Abbildung den Vektor−→v3 in
−−−−→
p−→v1(

−→v2) umbenennen
werden:

Satz 7. Das skalare Produkt zweier
Vektoren −→v1 und −→v2 des R2 ist gleich
dem Produkt aus dem Betrag von −→v1
sowie dem Betrag von

−−−−→
p−→v1(

−→v2), der so-
genannten vektoriellen Projektion von
−→v2 auf −→v1 , welches für
{

∡ (−→v1 ,−→v2) < 90◦

∡ (−→v1 ,−→v2) > 90◦

} {
positiv
negativ

}

ist.

Bemerkung 2. Der Fall ∡ (−→v1 ,−→v2) = 90◦ führt wiederum auf Satz 1.

Bemerkung 3. Die Vektorsumme

−→v2 =
−−−−→
p−→v1(

−→v2) +
−→
v1
⊥

bezeichnet man als orthogonale Zerlegung von −→v2 nach −→v1 .
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Bemerkung 4. Zur
geometrischen Bedeu-
tung der Lösung λ2

betrachten wir die linke
Abbildung:

Die Lösung λ2 generiert
einen entsprechenden

Vektor −→v3 =
−→
OA. We-

gen (#) gilt zunächst,
dass tan [∡ (−→v1 ,−→v2)]
durch den Quotient
AC : OA gegeben
ist.51Da tan [∡ (−→v1 ,−→v2)]
aber ebenso durch die
Proportion AB : OA

beschrieben werden
kann, folgt daraus
AB = AC.

Somit ist das Dreieck ∆ABC also gleichschenklig, woraus die eingezeichneten Innen-
winkel in ebenjenem Dreieck hervorgehen. Über den beschrifteten Komplementärwinkel
90◦ − 2ϕ ergibt sich dann der Innenwinkel ∡ECA = 2ϕ. Bisketion führt auf den halben
Winkel ∡ECD = ϕ. Wegen der verbleibenden Winkelhälfte ∡DCA = ϕ folgt somit
∡DCB = 90◦ und ebenso ∡OCD = 90◦, womit die Dreiecke ∆EDC und ∆CDO wegen

∡DEC ∼= ∡DCO sowie ∡CDE ∼= ∡CDO

zueinander änhlich sind und deshalb schließlich ∡EOC = ∡ECD = ϕ gilt. Dadurch lässt
sich die zweite Lösung für −→v3 durch folgende Konstruktionsschritte ermitteln (welche der
werte L

e
ö
ser zur Übung selbst kommentieren möge):

• Normale auf −→v1 durch die Spitze C von −→v2 an der Normalen auf −→v2 durch C an
spiegeln.

• Gespiegelte Gerade mit der Trägergerade von −→v1 schneiden, was den Schnittpunkt
A liefert.

• Dann ist
−→
OA die zweite Lösung für −→v3 . �

51Der Winkel zwischen −→v1 und −→v2 wurde an dieser Stelle absichtlich (noch) nicht mit ϕ bezeicheet, da
sich dies erst im Zuge der folgenden elementargeometrischen Argumentation (”Winkeljagd”, vgl. dazu
auch die Bemerkungen in Abschnitt 3.2!) ergeben wird.
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4 Analysis

4.1 Die Sektorformel für Kurven in Parameterdarstellung

Wird eine Kurve k wie
jene in der linken Abbil-
dung durch die Parame-
terdarstellung

k : X(t) =

(
x(t)
y(t)

)

beschrieben und be-
zeichnet T0 bzw. T1

jenen Punkt auf k,
welcher dem Parame-
terwert t0 bzw. t0 +∆t

entspricht, so lässt sich der Flächeninhalt F (t0,∆t) des durch den Kurvenbogen von T0 bis

T1 sowie den Radiusvektoren
−−→
OT0 und

−−→
OT1 begrenzten Sektors durch den Flächeninhalt

F(t0,∆t) des Dreiecks ∆OT0T1 approximieren und man erhält zunächst

F(t0,∆t) =
1

2
· det

(
x(t0) x(t0 +∆t)
y(t0) y(t0 +∆t)

)

.

Geschicktes Einbauen einer Teleskopsumme zwecks Erreichung zweier Differenzenquoti-
enten (durch zusätzliche Multiplikation von 1 mit Verve, d.h. via 1 = ∆t

∆t
) führt auf

F(t0,∆t) =
1

2
· [x(t0) · y(t0 +∆t)− x(t0) · y(t0)− x(t0 +∆t) · y(t0) + x(t0) · y(t0)] =

=
∆t

2
·
[

x(t0) ·
y(t0 +∆t)− y(t0)

∆t
− y(t0) ·

x(t0 +∆t)− x(t0)

∆t

]

und somit im Grenzwert auf

lim
∆t→0

F(t0,∆t) =
1

2
· [x(t0) · y′(t0)− x′(t0) · y(t0)] · dt.

Entspricht A bzw. B nun dem Parameterwert t = a bzw. t = b, so liefert Integration über
I = [a; b] schließlich mit

F =
1

2
·

b∫

a

det

(
x(t) x′(t)
y(t) y′(t)

)

· dt

eine Formel für den Flächeninhalt des von den Ortsvektoren
−→
OA und

−−→
OB sowie dem

zwischen A und B verlaufenden Kurvenbogen begrenzten Sektors.

Bemerkungen:
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• Handelt es sich bei k speziell um den Graphen Γf einer Funktion f , so gilt x(t) = t
sowie y(t) = f(t), woraus sich gemäß der Abbildung in
äußerst interessanter Art und Weise77aus der Sektorformel
via

µ =
1

2
·

t2∫

t1

det

(
t 1

f(t) f ′(t)

)

· dt+ t1 · f(t1)
2

− t2 · f(t2)
2

der Inhalt des Normalbereichs zwischen Γf und der
x−Achse im Intervall I = [t2; t1] = [a; b] ergibt (wobei wir

aus Gründen der Gewohnheit wieder zur Integrationsvariable x übergehen und ferner
b∫

a

f(x) ·dx+
a∫

b

f(x) ·dx = 0 sowie die Technik der partiellen Integration verwenden):

µ =
1

2
·







a∫

b

[x · f ′(x)− f(x)] · dx+ b · f(b)− a · f(a)






=

=
1

2
·







b∫

a

f(x) · dx+



x · f(x)|ab −
a∫

b

f(x) · dx



+ x · f(x)|ba






=

⇒ µ =

b∫

a

f(x) · dx

Aufgrund der speziellen Anordnung von Ober- und Untergrenze sei es dem werten

L
e
ö
ser als vorzügliche Übung überlassen, (zahlreiche!) weitere Fälle bzgl. der Vor-

zeichenkombinationen von Ober- und Untergrenze sowie des Verlaufs von Γf unter-

bzw. oberhalb der x−Achse zu unter scheiden
suchen

!

• (Zunächst lediglich) formal (und auch dies nur auf heu-
ristischem Argumentationsniveau!) interessant ist wegen

F =
1

2
·

b∫

a

[x(t) · y′(t)− x′(t) · y(t)]·dt unter Berücksichtigung von x′(t) = dx

dt
sowie

y′(t) =
dy

dt
die sich daraus ergebende Notation F =

1

2
·
∫

k

(x · dy − y · dx)

bzw.

F =
1

2
·
∫

k

(
−y
x

)

·
(
dx
dy

)

resp. F =
1

2
·
∫

k

(
−y
x

)

· d−→x ,

77In dieser deduktiven Form des logischen Schließens erhält man entsprechende Resultate in top-down-
Form aus allgemeineren Sätzen (also ganz im Gegensatz zur induktiven Vorgehensweise in der Schulma-
thematik!).
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wordurch sich F als sogenanntes Kurvenintegral interpretieren lässt, welches in
der Vektoranalysis sowie der komplexen Analysis ein unerlässliches Konzept
darstellt und die Rückführung der Formel für F auf ein Kurvenintegral für den
Fall einer geschlossenen Kurve k und dem von ihr berandeten Gebiet B (wofür man
dann auch k = ∂B schreibt) in diesem Zusammenhang bereits einen Spezialfall des
berühmten Greenschen Integralsatzes

∫

∂B
f (−→x ) · d−→x =

∫

∂B
f1(x, y) · dx+ f2(x, y) · dy =

∫∫

B

[
∂f2

∂x
− ∂f1

∂y

]

· dxdy (∗)

für f1(x, y) = −y und f2(x, y) = x darstellt, wobei das Doppelintegral auf der
(ganz) rechten Seite von (∗) als Volumen zwischen der durch

z = g(x, y) =
∂f2

∂x
− ∂f1

∂y

definierten Fläche und der xy-Ebene über/unter dem Bereich B (als Verallgemei-
nerung des Normalbereichs des Graphen einer Funktion in einer Variable) aufge-
fasst werden kann. Für Interessierte sei bezüglich der Vektoranalysis (welcher der
Greensche Integralsatz zuzuordnen ist) auf [23] verwiesen und als Andeutung einer
Verbindung (ebenso in heuristischer Form) zur komplexen Analysis mit

I =

∮

∂B
f(−→z ) · d−→z (wobei −→z = x+ i · y),

ergo

I =

∮

∂B

[u(x, y) + i · v(x, y)]·(dx+i·dy) =
∮

∂B

u(x, y)·dx−v(x, y)·dy+i·
∮

∂B

v(x, y)·dx+u(x, y)·dy

bzw. wegen des Greenschen Integralsatzes

I =

∫∫

B

(

−∂v

∂x
− ∂u

∂y

)

· dxdy + i ·
∫∫

B

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)

· dxdy

resp. unter Verwendung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (vgl.
etwa [46], S. 169 oder [47], S. 135f!) ∂u

∂x
= ∂v

∂y
und ∂u

∂y
= − ∂v

∂x
mit

I =

∫∫

B

(
∂u

∂y
− ∂u

∂y

)

· dxdy + i ·
∫∫

B

(
∂v

∂y
− ∂v

∂y

)

· dxdy = 0 + 0 · i = 0

und somit
∮

C
f(z) · dz = 0 für geschlossene Kurven C sowie homolorphe Funktionen f

der Cauchysche Integralsatz begründet (mehr aber auch schon nicht!78).

78Für Interessierte sei schließlich bezüglich der komplexen Analysis auf [19] verwiesen, wo dieses
(im deutschen Sprachraum auch als Funktionentheorie bezeichnetes) Forschungsgebiet auch in höheren
Dimensionen [wo dann der Körper C der komplexen Zahlen durch den Schiefkörper H derHamiltonschen
Quaternionen (vgl. dazu Abschnitt 2.2!) bzw. noch allgemeiner Clifford-Algebren ersetzt wird]
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4.8 (Wie die Eulersche Zahl in die) Hyperbelfunktionen (kommt)

Der zweideutige Titel dieses Abschnitts suggeriert bereits, dass es hier nicht nur um ei-
ne Definition der Hyperbelfunktionen sowie einiger Folgerungen daraus (u.a., dass sie
eine Parametrisierung der Einheitshyperbel gestatten, was ja erst zu ihrer Namensge-
bung führt) geht, sondern um einen genetischen Weg zu diesen beiden (auffällig mit den
Winkelfunktionen verwandten87) Funktionen, wozu wir zunächst einen Abstecher zu den
Winkelfunktionen (zuweilen auch Kreisfunktionen genannt) unternehmen:

Gemäß der linken Abbildung
wird jedem orientierten
Winkel ϕ = ∡AOB mit
O(0|0), A(1|0) sowie einem
beliebigen Punkt B auf der
Einheitskreislinie k mit der
Gleichung k : x2 + y2 = 1
mit der Länge t des Kreis-
bogens von A nach B sein
sogenanntes Bogenmaß
t zugeordnet, wobei die
Umrechnung aufgrund der
Formel u = 2π · r für den
Umfang u einer beliebigen
Kreisfläche vom Radius r

wegen r = 1 im Falle von k

via t
2π
= ϕ

360
bzw. t = π

180
· ϕ

resp. umgekehrt ϕ = 180

π
· t

erfolgt.

Versucht man dies nun ana-
log bei der Einheitshyperbel h mit der Gleichung h : x2− y2 = 1 (∗), so wird man freilich
mit der Berechnung der entsprechenden Bogenlänge ℓ konfrontiert, was unter Anwendung
der in Abschnitt 4.3 hergeleiteten Formel via impliziter Differentiation88 von (∗) zunächst
zu

2x− 2y · y′ = 0 ⇒ y′ =
x

y
⇒ 1 + y′2 = 1 +

x2

y2

bzw. unter Berücksichtigung von (∗) zu
√

1 + y′2 =

√

1 +
x2

x2 − 1
=

√

2x2 − 1

x2 − 1
=

√

2 +
1

x2 − 1

und damit für ℓ auf das Integral

ℓ =

u∫

1

√

2 +
1

x2 − 1
· dx (∗∗)

[mit einer noch festzulegenden Obergrenze u (Dabei soll u für ”upper boarder” stehen.)]
führt.

87Darauf wird im Anhang dieses Abschnitts noch eingegangen!
88Für eine detaillierte Herleitung dieser Technik vgl. man etwa [47], S. 27ff!



4.8 (Wie die Eulersche Zahl in die) Hyperbelfunktionen (kommt) 161

Wie schon in Abschnitt 4.5 erwähnt, lässt sich über den Satz von Ostrowski (vgl. [4],
S. 149ff) entscheiden, ob ein Integrand eine elementare Stammfunktion besitzt, was beim
Integranden von (∗∗) nicht der Fall ist.
Folglich lässt sich die Interpretation des Parameters t in der Parameterdarstellung

k : X(t) =

(
cos t
sin t

)

von k als Bogenlänge nicht auf h übertragen, weshalb wir unsere Vor-
gehensweise gemäß der unteren Abbildungen modifizieren (müssen):

Aufgrund der Formel A = π · r2
für den Inhalt A einer beliebigen
Kreisfläche vom Radius r ergibt
sich zusammen mit der schon zuvor
zitierten Umfangsformel insgesamt
A = u

2
·r und somit für den Flächenin-

halt des doppelten zum Bogen von A

nach B zugehörigen Kreissektors ent-
sprechend ADoppelsektor = 2 · t

2
· 1,

also ADoppelsektor = t, womit

wir also zu einer alternativen
Interpretation des Parameters t

als Flächeninhalt gelangen, was wir
nun wiederum von k auf h (zu)
übertragen (versuchen):

Dazu etikettieren wir die Koordina-
ten des entsprechenden erzeugenden
Punkts X auf h mit X(cosh t| sinh t)

und nennen sie aufgrund ihrer geometrischen Bedeutung bezüglich h analog zu k gleich
passend Cosinus hyperbolicus (kurz: kosch) sowie Sinus hyperbolicus (kurz: sinsch),
wobei wir der einfacheren Schreibweise wegen vorläufig die Abkürzungen u := cosh t sowie
v := sinh t verwenden werden, was auf die nächste Abbildung bezogen zur definierenden
Gleichung

t = 2 ·
cosh t∫

1

y · dx

mit

x2 − y2 = 1 ⇒ y = ±
√
x2 − 1

und somit zu

t = 2 ·
u∫

1

√
x2 − 1 · dx
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führt. Da die Berechnung des
letzten Integrals aber gerade
die Substitution x = cosh t
erfordert, landen wir schein-
bar wieder in einer Sackgas-
se, wenn wir da nicht die
Möglichkeit einer Koordi-
natentransformation hätten,
und zwar in Form einer Dre-
hung von h um den Koor-
dinatenursprung um +45◦,
wofür wir mit Hilfe der
Kippregel (vgl. etwa [46],
S. 20 oder [47], S. 157f!)
folgende Überlegung anstel-
len (oder eine Drehmatrix
verwenden, vgl. z.B. [4], S.
159f!):

Gemäß der unteren Abbil-
dung erhalten wir für das
Bild des Ortsvektors

−−→
OX =

(
x

y

)

unter einer Drehung um
+90◦ um den Ursprung
durch Anwendung der
Kippregel den Vektor

−−→
OX ′ =

(
−y
x

)

.

Vektoraddition führt auf den
Vektor

−−−→
OX′′

=
−−→
OX +

−−→
OX′

=

(

x− y

x+ y

)

,

dessen Länge nun aber als Quadratdiagonale das
√
2-fache des gemeinsamen Vektorbe-

trags
∣
∣
∣
−−→
OX

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
−−→
OX ′

∣
∣
∣

aufweist, was für den durch Drehung von X um +45◦ um O hervorgehenden Punkt X ′′′

noch eine Stauchung von X ′′ an O mit dem Stauchfaktor λ = 1√
2
erfordert und damit

schließlich zum gedrehten Punkt

X ′′′
(
x− y√

2

∣
∣
∣
∣

x+ y√
2

)
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führt. Dadurch ergibt sich
für das Bild von X(u|v) un-
ter dieser +45◦-Drehung um
O der Punkt

Y

(
u− v√

2

∣
∣
∣
∣

u+ v√
2

)

.

Da nun wegen X ∈ h

u2 − v2 = 1 (#)

gilt, lässt sich dies aufgrund
der Termstrukturen in den
Koordinaten von Y (x′|y′)
optimal via

x′y′ =
u2 − v2

2
=
1

2

implementieren, weshalb
also der gedrehte Punkt Y

auf der Kurve h′ mit der

Gleichung

h′ : xy =
1

2
bzw. h′ : y =

1

2
· 1
x

liegt, wenn X auf h liegt, womit es sich bei h′ also um das Bild von h unter dieser Drehung
handelt.

Dadurch werden wir für die Berechung von u und v [nebst (#)] gemäß der oberen Abbil-
dung auf

t = A∆OYxY +
1

2
·

x
Y ′∫

xY

1

x
· dx−A∆OYx

′Y ′ (##)

geführt, was es nun noch vonnöten macht, die Koordinaten von Y ′ zu ermitteln:

Dazu gilt es aber lediglich zu beachten, dass X ′ durch Spiegelung von X an der x-Achse
entstanden ist, weshalb wir jetzt nur noch Y am Bild der gedrehten x-Achse zu spiegeln
haben, bei dem es sich aber gerade um die erste Mediane handelt, an der bekanntlich
rechnerisch gespiegelt wird, indem man einfach die Koordinaten vertauscht89

Y ′
(
u+ v√

2

∣
∣
∣
∣

u− v√
2

)

89Beweis: Es ist zu zeigen, dass (1) für den Punkt X(x|y) und seinen Bildpunkt Y (y|x) der Vektor −−→XY

auf jeden Richtungsvektor der ersten Mediane normal steht sowie (2), dass der Mittelpunkt MXY auf

der ersten Mediane liegt. Weil −→r =

(
1
1

)

ein Richtungvektor der ersten Mediane ist, folgt (1) wegen

−−→
XY =

(
y − x

x− y

)

‖ =

(
1
−1

)

aus der Kippregel. Da ferner y = x eine Gleichung der ersten Mediane

ist, folgt (2) unmittelbar wegen MXY

(
x+y
2

∣
∣ x+y

2

)
, �.
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führt und somit in (##) eingesetzt

t =
x′y′

2
+
1

2
· ln x|y′x′ −

y′x′

2
,

ergo

t =
ln y′ − ln x′

2
bzw.

t =
ln u+v

u−v
2

resp.

t = ln

√
u+ v

u− v

hervorbringt.

Zum Auflösen nach u und v entlogarithmieren und quadrieren wir zunächst ...

e2t =
u+ v

u− v

..., was weiter vereinfacht ...
(u− v)e2t = u+ v

...
u(e2t − 1) = v(e2t + 1)

... auf

u = v · e
2t + 1

e2t − 1
(∼)

führt.

Durch Einsetzen von (∼) in die Nebenbedingung (#) erhalten wir

v2 ·
[(

e2t + 1

e2t − 1

)2

− 1

]

= 1

bzw.
v2 · [(e2t + 1)2 − (e2t − 1)2] = (e2t − 1)2

resp.
v2 · 4e2t = (e2t − 1)2,

ergo

v(t) =
e2t − 1

2et
,

was auch via

v(t) =
1

2
· (et − e−t)

angeschrieben werden kann (Der werte L
e
ö
ser argumentiere zur Übung, warum nicht die

andere Vorzeichenvariante gewählt wurde!) und durch Einsetzen in (∼) schließlich auch
noch

u(t) =
1

2
· (et − e−t) · e

2t + 1

e2t − 1
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bzw.

u(t) =
1

2
· (et − e−t) · e

t + e−t

et − e−t

resp.

u(t) =
1

2
· (et + e−t).

Damit stoßen wir also ingesamt mit

cosh t :=
1

2
· (et + e−t) und sinh t :=

1

2
· (et − e−t)

via
X(t) = (cosh t| sinh t)

analog zur Parametrisierung der Einheitskreislinie auf eine Parametrisierung der Einheits-
hyperbel.

In nebenstehender Abbil-
dung finden wir die Graphen
der sinsch- und der kosch-
Funktion sowie jener der
via

tanh t :=
sinh t

cosh t

definierten tänsch-Funktion
tanh (Langform: Tangens
hyperbolicus).

Die den Funktionsgleichungen

y = sinh x =
1

2
· (ex − e−x)

und

y = cosh x =
1

2
· (ex + e−x)

unmittelbar zu entnehmenden Eigenschaften

cosh(−x) = cosh x sowie sinh(−x) = − sinh x

(welche ja nichts weiter besagen, dass cosh bzw. sinh eine gerade bzw. ungerade Funktion
ist, mehr noch gilt wegen sinh x + cosh x = ex sogar, dass sinh bzw. cosh der ungerade
bzw. gerade Teil90 der natürlichen Exponentialfunktion ist.) spiegeln sich in deren Funkti-
onsgraphen durch die Axialsymmetrie bzgl. der y−Achse bzw. die Punktsymmetrie bzgl.
des Koordinatenursprungs wieder.

90Übrigens lässt sich jede Funktion f (wie der werte L
e
ö
ser als Übung beweisen möge) via fg(x) :=

f(x)+f(−x)
2 und fu(x) :=

f(x)−f(−x)
2 in ihren geraden bzw. ungeraden Teile fg bzw. fu zerlegen.



166 4 ANALYSIS

Wegen

lim
x→−∞

cosh x =
1

2
· e−x und lim

x→−∞
sinh x =

−1
2
· e−x

sowie

lim
x→∞

cosh x = lim
x→∞

sinh x =
1

2
· ex

gilt demnach
lim

x→±∞
tanh x = ±1,

womit die hyperbolische Tangensfunktion im Gegensatz zu ihrem trigonometrischen Pen-
dant nach oben und unten beschränkt und außerdem ∀x ∈ R definiert ist.

Auch bei den hyperbolischen Pendants der trigonometrischen Sinus- und Cosinusfunktion
stellen sich mit der Bijektivität der sinsch-Funktion (welche auch für die tänsch-Funktion
gilt) und der (nach unten) beschränkten kosch-Funktion mitunter gehörige Veränderungen
gegenüber ihren ”Urahnen” ein, jedoch bleibt in allen drei Fällen die Eigenschaft gerade
bzw. ungerade aufrechterhalten, ferner berühren (wie auch im trigonometrischen Fall) die
Graphen der sinsch- und der tänsch-Funktion einander im Koordinatenursprung.91

Eine besonders interessante Krümmungskreiskonstruktion besitzt
der Graph der kosch-Funktion, wofür wir zunächst die Krümmungs-
kreisformel aus Abschnitt 4.4 auf f(x) = cosh x anzuwenden haben:

f(x) = cosh x ⇒ f ′(x) = sinh x, f ′′(x) = cosh x

⇒
(

u

v

)

=

(
x0 − sinhx0

coshx0

· (1 + sinh2 x0)

cosh x0 +
1

coshx0

· (1 + sinh2 x0)

)

bzw. [wegen cosh2 x− sinh2 x = 1 ⇒ 1 + sinh2 x = cosh2 x (∼∼)]
(

u

v

)

=

(
x0

cosh x0

)

+ cosh x0 ·
(
− sinh x0

1

)

Damit ist der Krümmungskreisradius in jedem Punkt P des Graphen der kosch-Funktion
[wegen (∼∼)] gleich dem Quadrat der y-Koordinate von P und somit in (0|1) minimal.
Um daraus eine Konstruktion (vgl. Abbildung auf der nächsten Seite!) abzuleiten, machen
wir uns erneut (∼∼) zunutze und tragen die y−Koordinate von P (ergo: cosh x0) vom
Tiefpunkt T (0|1) des Graphen der kosch-Kurve aus auf der x-Achse ab, was uns mit
dem Schnittpunkt X (für x0 > 0 bzw. x0 < 0 auf der positiven bzw. negativen x-Achse)
zusätzlich bereits via

−−→
XT =

(
− sinh x0

1

)

gemäß der obigen Berechnung von MP (u|v) einen Normalvektor an den Graphen der

kosch-Kurve in P liefert. Da die y−Komponente des Krümmungskreisradiusvektors −−−→PMP

gleich der y−Koordinate von P ist, spiegeln wir die Projektion Px von P auf die x−Achse
91Beweis: (sinhx)′ = 1

2 · (ex − e−x)′ = 1
2 · (ex + e−x); daraus ergibt sich (sinhx)′ = coshx [Der

werte L
e
ö

ser zeige zur Übung, dass ebenso (coshx)′ = sinhx gilt.] und somit speziell (sinhx)′x=0 = 1.

(tanhx)′ =
(
sinh x
cosh x

)′
= cosh2 x−sinh2 x

cosh2 x
= 1

cosh2 x
⇒ (tanhx)′x=0 = 1, �.
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einfach an P und legen durch
den gespiegelten Punkt P ′

eine Parallele zur x-Achse,
welche dann nur noch mit
der Parallele zu XT durch
P zu schneiden ist, um
den Krümmungskreismittel-
punkt MP und damit auch
den Krümmungskreis kP zu
erhalten.

Bevor wir nun im bereits
angekündigten Anhang zu
diesem Abschnitt einen
alternativen Weg zu den
Hyperbelfunktionen behan-
deln, sei noch auf einen
physikalischen Aspekt des
Graphen der kosch-Kurve
hingewiesen, welcher unter

dem Stichwort Kettenlinie etwa in [50], S. 74ff. behandelt wird und imWesentlichen darauf
hinausläuft, dass eine an zwei Punkten frei aufgehängte schwere Kette durch die Kurve k
mit der Gleichung k : y = c · [cosh(x

c
+ b) + a] k beschrieben wird, wobei c physikalisch

bestimmt ist und a sowie b durch Randbedingungen festgelegt werden.

Anhang: Ein alternativer Weg zu den Hyperbelfunktionen

Am Ende des Abschnitts 4.6 zur Eulerschen Formel sind wir (bzw. in letzterem Fall der

werte L
e
ö
ser durch eigenständiges Beweisen) auf

sin x =
1

2i
· (eix − e−ix) sowie cosx =

1

2
· (eix + e−ix),

was ja eine frappante Ähnlichkeit zu den soeben hergeleiteten ”hypberbolischen Cous-
ins” aufweist.

Beziehen wir ferner noch die Zerlegung

ex = cos(−ix) + i · sin(−ix)
aus Abschnitt 4.7 mitein und kombinieren die letzten beiden Formelzeilen miteinander,
so erhalten wir

ex =
1

2
· (ex + e−x) +

1

2
· (ex − ex),

was wir jetzt in Analogie zu
eix = cosx+ i · sin x

abseits der (nunmehr verschwundenen) imaginären Elemente als Anlass zur Definition
von

cosh x :=
1

2
· (ex + e−x) sowie sinh x :=

1

2
· (ex − e−x)
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[32] Lietzmann, Walther (1943): Lebendige Mathematik. Hirt, Breslau.

[33] Lietzmann, Walther (1950): Wo steckt der Fehler? B.G. Teubner, Leipzig.

[34] Mäder, Peter (1992): Mathematik hat Geschichte. Metzler, Hannover.

[35] Meschkowski, Herbert (1968): Mathematiker-Lexikon. BI-Verlag, Mannheim.

[36] Needham, Tristan (2001): Anschauliche Funktionentheorie. Oldenbourg, München.

[37] Novak, Johann, Heinz-Christian Schalk, Siegfried Stem-

mer et al. (1992): Mathematik Oberstufe 4. Reniets, Wien.

[38] Odehnal, Boris (2006): Three points related to the incenter and excenters of a triangle.
In: Elemente der Mathematik, Band 61, Nr. 2 (S.74-80). Birkhäuser, Basel.
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