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2 Algebra

2.1 Summenformeln
2.1.1 Quadratsummen

Im Gegensatz zur GAUSSschen Summe

3

§:= k,
k=1

bei welcher (wie es der kleine GAUSS ja der Anekdote nach bereits im zarten Alter von
acht Jahren vollzog, vgl. etwa [27]) der Trick

=1+ 2 + 3 + .. + n—-2 + n—-1 4+ n
= n +n-1 4+ n-2 + .. + 3 + 2 + 1

der Addition der beiden entgegengesetzt orientierten aber doch identen Zeilen wegen

2s=n-(n+1)
mit
n-(n+1)
§=——"
2

zum Ziel fiihrt, geht diese Rechnung bereits bei der Quadratsumme
Sy 1= 12+22+32+...—|—n222k2
k=1

nicht mehr auf, weshalb andere raffinierte Einfélle benotigt werden, wie etwa die etwas
ungewohnliche Formel

2 (a* +b%) = (a +b)* + (a — b)?,
welche folgenden Nutzen bringt:
2-(02412) =12 + 12
2. (12422) =12 4 32
2-(22+3%) =12+52 +

= 2-(2-5,—n%) =n+sy, —4-5, bzw. ’8-sn—52n:2n2+n‘ (" Rekursion” )

Mit dem Ansatz .
Sp = Z ag - n*
k=1

ergibt sich

8~sn—82n:Zak-(8—2k)-nk:2n2+n,
k=1
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woraus

ar =0 Vk >3 ("Grad-Analyse”)

folgt, was in weiterer Folge
_ 3 2
Sp,=as-n"+ax-n"+a-n-+ag
sowie

85, — Son = 8az-n> +8ay-n*+8ay -n+8ag — [az- (2n)* +as- (2n)* + a1 -2n+ag] = 2n* +n

resp.
1 1
day -n*+6a, -n+Tag=2n*+n = a2:§, alzé, ap =10
impliziert.
Aus
1 1 1
81:a3+a2+a1+a0:a3+§+6:1 = CL3:§

erhalten wir schlief§lich

1 1 1 : 1)-(2n+1
= Snzg-n3+§-n2+6-n=%'(2n2+3n+1):n (¥ )6(n+ )

Ergénzend sei noch auf folgende weitere Varianten einer Herleitung (und nicht einem
blofen Beweis durch vollstdndige Induktion) dieser schonen Formel hingewiesen:

e In [38], S. 238f wird mit derselben ungewohnlichen Formel wie hier gearbeitet, wo-
bei aber nicht derart in die Tiefe gegangen wird als hier (keine Rekursion, keine
Gradanalyse)

e In [50], S. 78 wird AuBerst raffiniert mit Kubensummen gearbeitet und dann ein
Zusammenhang zu s,, hergestellt, was dort zwecks Berechung einer RIEMANNschen
Summe erfolgt.

e In [54], S. 178f wird s,, durch eine originelle Mischung aus elementarer Algebra und
Zahlentheorie quasi als Nebenprodukt abgeworfen.

e In [60], S. 15 wird s,, geometrisch interpretiert und durch eine duflerst schlaue Anorn-
dung von Rechtecken und Quadraten auf sich selbst zuriickgewfiihrt.

2.1.2 Kubensummen

Bilden wir ausgehend von der Formel

ZkQZn-(n—I—l)G.(Zn—I—l) ()

nun die Summe
n

k- (k+1)-(2k+1)
: :
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so ergibt dies einerseits

S = 1
+17 422
+17 422 437

+12 422 432 442 +... 4n?
und andererseits
== (Z% +) 3k +Zk> ,
k=1 k=1 k=1

ergo wegen (%) sowie der berithmten GAUssschen Formel (vgl. etwa [54], S. 178f!)

in weiterer Folge

—1).92 _9).32 1.2 — 1 3, n-(n+1)-2n+1) n-(n+1)
n+(n—1)-2°4+(n—-2)-3"+...+n—(n—1)]n =3 ;k+ 5 + 5
bzw.

- +1
> (n—k+1)-k Zk?’ n-(n+l) (2n+1+1)
k=1
resp.
g . 1 < n-(n+1)?2
2 3 _ 3
(n+1)-> k —Zk_5-2k+ ;
k=1 k=1 k=1
und somit
n-n+102-2n+1) n-(n+1)?2 4 K,
_ — 2. N"%&
6 6 3 Z ’
k=1
also
& 3 n-(n+1)?
3—_
D K =1 : (2n+1-1)
k=1
und schliefSlich
n 2 2
s_n (D)7 (n+1
;k T4 - Zk

2.1.3 Nochmals Quadratsummen (oder Kubensummen?)

Bezugnehmend auf den letzten Literaturhinweis am Ende von Abschnitt 2.1.1 wollen wir
nun hier ebenso durch eine (freilich andere) geometrische Interpretation (als in besagtem
Literaturzitat) von
n
=K
k=1
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versuchen!, fiir s,, einen geschlossenen Ausdruck zu ermitteln, wozu wir die untere Abbil-
dung betrachten, welche fiir n = 6 bereits sehr gut suggeriert, wie der allgemeine Fall zu
behandeln ist, was wir nun genau analysieren wollen:

Mit s,, suchen wir also die Summe
der Flacheninhalte der braunen Qua-
drate, wobei zu jedem Quadrat noch
ein gleichschenklig-rechtwinkliges
Dreieck von jeweils halb so groflem
Flacheninhalt  hinzukommt.  Ab
dem dritten Quadrat machen sich
aber  dazwischen noch  (blaue)
Rechtecke breit. Nun schliet die
Trégergerade der Hypotenusen aller
gleichschenklig-rechtwinkligen Drei-
ecke sowohl mit den waagrechten als
auch den senkrechten Katheten Win-
kel von je 45° ein, was im Gegensatz
zu den direkt ablesbaren waagrech-
ten Rechteckseitenldngen fiir die eben

nicht direkt ablesbaren senkrechten Rechteckseitenléingen der Reihe nach

1+414+2-3=1,1+1+24+3-4=3,

1+414+24+3+4-5=6,14+1+2+34+4+5-6=10,
1+1424+3+..+k—-1—-k=14+243+..+k—2,
ergo aufgrund der GAussschen Formel aus Abschnitt 2.1.1

(k—2)(k—1)
2

fir k=3,4,5,....,n

ergibt. Daraus folgt fiir die Summe Sz der Flidcheninhalte aller gefirbten Gebiete einerseits

1
Sf=(1+2+3+...+n)-1+§-

und andererseits

1
Sf:<12+22+32+---+n2)+§'(12+22+32+...+n2)+2k-

bzw.?

Sy =

[NCRGN]

(1222434 n?)+ ) k-

(1+2+3+..+n)?

- (k—2)(k—1)

2
k=3

(k= 2)(k - 1)

2
k=1

was durch weiteres Umformen sowie erneuter Verwendung der GAuUSSschen Formel

n(n+1)+n2(n+1)2_3 .
2 8 2

n

1
5 > (K — 3k + 2k)

k=1

'Der merkwiirdige Abschnittstitel deutet schon an, dass ein erfolgreicher Ausgang unserer im Folgen-

den angestellten Bemiithungen alles andere als gewiss ist ...

2weil ja der Wert des Terms k - W fiir k =1 und k& = 2 ohnehin 0 ergibt



2.1 Summenformeln 11

bzw.
1 2 )2 3 1 o 3 « a
S B it SR I DL DS W
k=1 k=1 k=1
resp.
nn+1) n*(n+1)> 3 I <,5 3 n(n+ 1)
> T3 2-sn+2-;k—2-sn+ 2

impliziert, womit also sowohl die GAUSSsche Summe (was nicht weiter schlimm ist) als
auch die Quadratsumme (was schon schlimm ist, weil wir ja gerade dafiir einen geschlos-
senen Ausdruck herleiten wollen) rausfillt, woran sich ein merkwiirdiges mathematisches
Phénomen manifestiert: Im Zuge der Berechung einer Gréfe {iber eine fiir sie aufgestellte
Gleichung fallt ebenjene Grofie raus und man erhélt stattdessen eine Gleichung fiir eine
andere Grofle, in unserem konkreten Fall eine Kubensumme (anstelle der eigentlich von
uns begehrten Quadratsumme, womit sich nun der Kreis zum merkwiirdig anmutenden
Abschnittsitel schliefit), was uns zu

und somit zur Summenformel
bzw.

resp. (in vollendeter Form)

fihrt.

2.1.4 Erneut Quadratsummen - ein weiterer Versuch

Nachdem unsere Bemiihungen einer geometrischen Herleitung eines geschlossenen Aus-
drucks fiir die Quadratsumme

n
Sy = E k2
k=1

im letzten Abschnitt streng genommen gescheitert ist (wiewohl wir stattdessen gar eine
Summenformel fiir die Kubensumme ¢, := > k* gewonnen haben), nehmen wir einen

k=1
zweiten Anlauf, indem wir die folgende Abbildung betrachten:
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Da die n Quadrate mit den Sei-
tenldngen 1, 2, 3, ..., n nicht paarweise
disjunkt sind, ergibt die Summe

n
Sp 1= E k2
k=1

der Flidcheninhalte aller n Quadra-
te (in der Abbildung fir n = 6
illustriert) somit (indem man die
Flécheninhalte der n — 1 groflen Ls je
nach Paritét zéhlt)

Sp=14+24+3+...+n+2- -«

mit

a=—142-n—-2)+3-n—=3)+...+(n—1)-n—(n—1{+n-(n—n)}

bzw. unter Anwendung der GAussschen Formel

n(n+1) - —
sn:T—l—Zn;k—Q;k,

1
+n2(n+1) —2s,

= 3s, =

1)(2 1
Sn:n(n—l— )6( n -+ )7 al

2.1.5 Kubensummen (nochmals) mittels Quadratsummen

Blicken wir zunachst kurz auf die ersten vier Abschnitte zuriick: Nachdem wir in 2.1.1

konstatiert haben, dass die Berechnung von

n
S, = E k2
k=1

nicht mit der gleichen Grundidee wie bei

3

b
—
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durch iiberkreuztes Addieren der verdoppelten Summe (arrangiert durch umgekehrte An-
ordnung der Summanden) funktioniert, haben wir uns etwas anderes einfallen lassen,
darauf aufbauend in 2.1.2 .,
t, = Z k3
k=1

berechnet und schliefllich sowohl in 2.1.3 und 2.1.4 weitere Versuche zur alternativen Be-
rechnung von s, unternommen, was einmal gegliickt ist (2.1.4) und ein anderes Mal (2.1.3)
nicht, jedoch {iberraschenderweise einen weiteren Weg zur Berechnung von ¢, erdffnete.

Jetzt wollen wir in diesem Abschnitt bewusst auf eine nunmehr dritte Art und Weise t,,
berechnen, und zwar mit der selben Grundidee wie bei

ik:
k=1

t, = 13 + 23 + 33 + .+ (n—2)P +
th = n2 + =172 + (n—2® + ... + 33 + 23 + 13

Unter Anwendung der Identitét
a® + b = (a +b)(a® — ab+ b*)

fiithrt dies auf

[ 12 —1-n +n? ]
192 2 mn—1)  4(n—1)
432 23.(n-2)  +(n—2)

+n? —n-[n—(n—1)] +12
~—_——
=n—n+1=1

ergo

n

2, =(n+1)- |25, — Y k(n—k+1)
k=1
bzw. vereinfacht auf

2t,=(n+1)- 23n—n-ik+ik2—ik
k=1 k=1 k=1

Sn

resp.

2t, = (n+1)-

s, —(n+1)- k:]
k=1
Anwendung der bereits in 2.1.1 erhaltenen Resultate

= n(n+1) ", nn+1D(2n+1)
k=——— und k=
LT My ;
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liefert schliefilich

bzw.

ergo

resp. (in vollendeter Form)

n n 2
> k= (Z k) . 0.
k=1 k=1

Ergénzend sei noch auf folgende weitere Varianten einer Herleitung (und nicht einem
bloBen Beweis durch vollstandige Induktion) dieser schénen Formel hingewiesen:

e In [11], S. 6f wird durch Anordnungen von Punkten in einem Quadrat in einem Auf-

wasch sowohl Z k als auch Z k3 durch geschicktes Betrachten und Kombinieren

k=1 k=1
quasi auf dem Silbertablett serviert, und dies mit gehoriger Raffinesse!

In [13], S. 45 wird t,, durch sukzessives Addieren ungerader Zahlen erzeugt, was via
n(n;—l)
Z auf eine interessante iterierte Form der Summe aufeinanderfolgender natiirli-

k=1
cher Zahlen (beginnend mit 1) fithrt und iiberdies einen schonen (absicherenden)

Induktionsbeweis andeutet.

In [61], S. 73 wird ¢,, unter Verwendung eines quadratischen Schemas durch zweifa-
che Art der Summierung aller Eintragungen dieses Schemas ermittelt. Ferner schlie-
Ben sich dieser eleganten Variante zur Berechnung von ¢,, zwei ebenso interessante
Ubungsaufgaben (vgl. [61], S. 75) an, welche einmal in ebenso geometrischer Weise
wie zuvor beim quadratischen Schema und ein anderes Mal durch eine dhnliche Idee
wie eben zuvor in diesem Abschnitt demonstriert mit entsprechenden Hinweisen
versehen auf die Berechnung von ¢,, hinfiihren.

2.1.6 Biquadratsummmen

Der werte L 2 ser moge nun analog zu Abschnitt 2.1.2 durch zweierlei Berechnung der

Summe

zn:k2~(k+1)2

4
k=1

die Formel

ik4_n-(n+l)-(2n—|—1)-(3n2—|—3n—1)
B 30
k=1

herleiten.
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3.6.5 Inversion am Kreis

3 GEOMETRIE

Als Ausblick zur (analytischen) Geometrie der Kreislinie wollen wir uns noch kurz mit
der Spiegelung an einer Kreislinie beschéftigen, welche sich (vgl. etwa [33], S. 1ff!) auch
durch die sogenannte Hohlwelttheorie motivieren lasst, zahlreiche Anwendungen bei di-

versen geometrischen Problemstellungen™

bezeichnet wird.

“‘---II-....
L4

. .
** ‘e
. / .
** Ko
. .
-
-
S

aufweist und auch als Inversion am Kreis

\DEFINITION.\ Fir
eine Kreislinie
k[M;r] und einen
Punkt P der Tragere-
bene von k versteht
man unter dem In-
versionsbild von
P an k jenen Punkt
P’ auf der Strecke
MP, welcher die
Bedingung

MP'-MP =7r% (%)

erfillt.

‘ BEMERKUNG 1. ‘ Daraus ergibt sich sofort folgende in obiger Abbildung illustrierte Kon-

struktion von P’:

e Eine der beiden Halbkreislinien k" iiber M P schneidet &k in S, was aufgrund des
Satzes von THALES (vgl. Abschnitt 2.5.1!) ein rechtwinkliges Dreieck AM PSS gene-

riert.

e Also gilt aufgrund des Hohensatzes (siche ebenso Abschnitt 2.5.11)

MP - PP =12,

woraus wegen

MP =MP + PP

also

MP - MP =MP - (MP + P'P) = MP” + MP' . PP

bzw. aufgrund des Satzes von PYTHAGORAS™ im rechtwinkligen Dreieck AM P'S

schlieilich

MP - MP =MS — h?+ h?,

"™Dazu konsultiere man z.B. [67]!
"3Fiir neuere Beweise vgl. man etwa [54], S. 133ff!
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also wegen

tatsdchlich (x) folgt, OJ.

| BEMERKUNG 2.| Somit werden also alle™ Punkte der offenen Kreisscheibe auf Punkte
auBerhalb der abgeschlossenen Kreisscheibe (und umgekehrt) abgebildet, nur die Punkte
auf k sind allesamt Fixpunkte.

Da es sich nur um einen Ausblick handelt, wollen wir uns im Folgenden nur der Beant-
wortung isolierter (aber {iberaus interessanter) Fragestellungen widmen, namlich wie man
Geraden, Kreise und gleichseitige Hyperbeln einer Kreisinversion unterwirft, wozu wir
die Inversionsabbildung naheliegenderweise fiir £[(0]|0); 7] analytisch studieren wollen, was
aufgrund des Ansatzes

Pr=k-(zly) fir P(z[y)

wegen (*) unmittelbar auf

T2

x2+y2

ka2 y?r Va2 +y2 =12 baw. k=

fithrt, womit sich via

TQ.T

k: R? — R? (:1:‘) r—>n<($>>= w2y (k)
r’y
y y $2+y2

die Inversionsabbildung x als nicht-lineare Abbildung herausstellt.

Wollen wir nun das Bild der Geraden g mit der Gleichung g : y = kx + d unter s
beschreiben, so bietet sich via

v x0=( g ) @

die Verwendung einer Parameterdarstellung von ¢ an, da Einsetzen von (#) in (%) fiir
die Bildkurve k, zunéchst auf die Parameterdarstellung

r2t
kgt X(1) = ( * i) ) (#4)
t2+(kt+d)?
fithrt, woraus wir in weiterer Folge auf

kt +d d d —k
y_mt bzw.g:k+— = 2.9 v
T T t t x

o dx N kt+d:k’dx—|—dy—k‘dx: dy
y—kx y— kzx y— ko

"Eine Aunsnahmestellung nimmt M ein, worauf in Bemerkung 3 noch mehr oder minder detailliert
eingegangen wird.
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stoflen, was in die erste Zeile von (##) eingesetzt (Der werte L z ser fiihre die folgenden

Schritte alternativ durch Einsetzen in die zweite Zeile von (##) durch!) auf

driz
—kx
e dx 2y dy 2
(%) + (%)
bzw. P 0
2 2y . ar
(y — kx)? @ +7) y—kx
resp.

+k‘r2 2+ _7“2 277“4-(1+k;2)
T o4 Y79%1) T

kr?| r? r2 .1+ k2
bl “aal20) T aa

2d 2|d|
Dieses Resultat ldsst sich nun sehr gut geometrisch verwerten, wozu wir folgende Abbil-
dung betrachten:

auf die Kreislinie

fihrt.

by Fiir die Kathetenlingen OX und OY
jenes rechtwinkligen Dreiecks, wel-
ches die Gerade g mit der Gleichung
Y g : y = kxr + d mit den Koor-
dinatenachsen begrenzt, folgt wegen
X (52]0) sowie Y(0]d) ummittelbar
OX = |¢] sowie OY = |[d|. Fiir
die Hypotenusenlinge XY ergibt sich
dann aufgrund des Lehrsatzes von
PYTHAGORAS
2 d? d?

XY :p+d2:ﬁ-(ls2+1),

was fiir die Hohe h = OF auf die Hy-
potenuse wegen

XY -h=0X- -0Y

auf

< d]
h=—%r  bzw. vereinfacht h =

Y VR E1
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fithrt und fiir den Radius p bzw. den Durchmesser 2p von k, somit die Darstellung

r? r?
P=55 bzw. 2p:ﬁ resp. 1> =2p-h
zur Folge hat, welche in der letzten Fassung die Anwendung des Hohensatzes moglich
macht (siehe Abbildung), woraus wir mit der Streckenléinge MO bereits den Radius p des
Bildkreises k, der Geraden g erhalten.

Da der Mittelpunkt von k, ferner auf der Gerade ¢ mit der Gleichung ¢ : =+ ky = 0 bzw.
l: y= _Tl -x liegt, welche wegen _Tl -k = —1 auBerdem auf g normal steht (vgl. dazu etwa
[54], S. 16) und auch durch O verlauft, ergibt sich unter zusétzlicher Berticksichtigung der
Tatsache, dass k, durch O verlduft, der Mittelpunkt M’ von k, daher durch Spiegelung
von M an O, womit die in der Abbildung illustrierte Konstruktion bewiesen ist, [].

Dass wir aus (dem Beweis) dieser Konstruktion noch weitere Erkenntnisse gewinnen
konnen, gewéhrleistet schon einmal der Normalabstand h von g zu O, welcher sich auf-
grund der im Beweis gewonnenen Darstellung

|d|
vVk2+1

leicht erkennbar auch im Radius p des Bildkreises k, von g unter x auftaucht, was zu

fiihrt.

Daran lésst sich erkennen, dass k, fiir den Fall h = r (d.h. ¢ ist Tangente an k) den Radius
p = 5 und somit den Durchmesser r aufweist, weshalb k, als durch O gehende Kreislinie
diesfalls k£ von innen beriihrt, und zwar im Beriihrungspunkt von ¢ und k.

’UBUNGSAUFGABE 1 FUR DEN WERTEN LESER.‘ Man leite (~) elementargeometrisch
aus der Abbildung zur Konstruktion von k, aus g und k ab!

: : : e "
| BEMERKUNG 3.] Jetzt sei auf eine dem einen oder anderen L 5 Ser womdglich schon

aufgefallene Probematik aufmerksam gemacht, ndmlich die Rolle von M, da M (0[0) geméf
(#x) nicht als Bildpunkt auftauchen kann, da dies wegen
2 2
T s a=0A 0= y=0 = ([ 0))=
72 + y2 12 + y2 0
auf einen Widerspruch fiihrt, der sich erst im Rahmen der Projektiven Geometrie™
durch Einfithrung von Fernelementen™ auflost, wo sich dann zeigen lisst, dass die Fern-

gerade (vgl. letzte FuBinote!) der Trégerebene von k unter x auf M abgebildet wird (so-
zusagen ein Nullkreis, der sich als Inversion eines Kreises mit unendlich grolem Radius

(o] [e'n] [en)

"SHierzu sei ausdriicklich [33] empfohlen!

"6Hierbei wird (kurz und biindig hier nur angedeutet) jeder Schar paralleler Geraden ein (unendlich
ferner) Schnittpunkt zugeordnet, wodurch dann je zwei (freilich voneinander verschiedene) Geraden immer
einen Schnittpunkt besitzen (ungeachtet dessen, ob sie nun zueinander parallel verlaufen oder nicht). Die
Menge aller Fernpunkte bildet dann die sogenannte Ferngerade der projektiven Ebene.
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(i.e. die Ferngerade) ergibt), was auch erkldrt, warum die Bildkreise aller Geraden durch
O verlaufen (eben weil O der Bildpunkt des entsprechenden Fernpunkts ist).

BEMERKUNG 4 / UBUNGSAUFGABE 2 FUR DEN WERTEN LESER.| x besitzt eine inter-

essante Eigenschaft: Bildet man x?(P) := k(k(P)), so wird man wieder zu P zuriick-
gefiithrt, was man als involutorische Eigenschaft bezeichnet.

Der werte L 2 ser moge dies sowohl elementar als auch unter Verwendung von (xx) be-

weisen!

BEMERKUNG 5 / UBUNGSAUFGABE 3 FUR DEN WERTEN LESER.| Eine weitere inter-
essante Eigenschaft von x besteht darin, dass die Bildkreise zueinander paralleler Geraden
einander beriihren.

Der werte L Z ser moge dies beweisen und auch angeben, wo diese Beriihrung stattfindet.

BEMERKUNG 6 / UBUNGSAUFGABE 4 FUR DEN WERTEN LESER.| Eine abschlieBende
interessante Eigenschaft von k ist jene, dass die Bildkreise zueinander orthogonaler Ge-

. . e . o
raden einander auch orthogonal schneiden, was der werte L 5 Ser mit dem Hinweis der

Konzentration auf die Mittelpunktskoordinaten der Bildkreise (und wie schon zuvor der
Ausnutzung von k - ’Tl = —1) beweisen moge.

| BEMERKUNG 7.| Um das Bild der Kreislinie ¢[M (u|v); R] unter s zu studieren, nutzen
wir die involutorische Eigenschaft von x aus, aufgrund derer in der Kreisgleichung

c: (x—u)?+(y—v) =R

nur
2

rix r2y
z bzw. Yy durch :[‘2——|—y2 bzw. m

ersetzt zu werden braucht, um zum Bild von ¢ unter s zu gelangen:’
2 2 2 2
rex r
ke: | —— —u| + Jy__ v) =R?
x2 + yQ .7)2 + y2

ke: [PPr—u- (22 + )P+ [Py —v- (22 +y°))*P = R?- (2* +47)

7

Umformen liefert

bzw.
koo vt (22 +y?) =207 (22 + %) - (ux +oy) + (WP +0°) - (22 + y°)? = R? - (2 + P)?

resp.
ke: (W2 +0* = R?) - (2®+ %) +r' —2r* - (ua +vy) = 0.

""Man beachte, dass man ansonsten die Umkehrabbildung (welche aber im Fall von x wegen ihrer
involutorischen Eigenschaft  selbst ist) studieren miisste, da jeder Punkt der Bildkurve ¢, erst in seinem
Urbild die Gleichung der Urbildkurve erfiillt (auler man verwendet - wie wir zuvor - eine Parameterdar-
stellung).
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Gilt nun
u? +0v* — R* =0,

so liegt O auf ¢ und k. beschreibt aufgrund der wegfallenden Quadrate in z und y eine
Gerade.™

Andernfalls kann man die letzte Version einer Gleichung von k. durch u? + v* — R? divi-
dieren, was auf

2r? ré

L2 2
ke: x4+ y° — PR

bzw. auf vollstéandige Quadrate ergénzt auf

. r.ou 2+ rZ.u 2 rt(—u? —v? + R? + u? +0?)
- —— _ _ 7
‘ u? +v? — R? Y- R (u? + v? — R?)?

also die Kreislinie

” r?.u
407 — R

als Bild von ¢ unter s, wobei ¢ demnach unter der Bedingung

r?.v _ r’* R
u?+ 02— R?) 7 |u?+v?— R?|
rP=u+0’ - R & P+P=r’+ R (~~)

auf sich selbst (wenngleich auch nicht punktweise, wie der werte L Z ser begriinden moge)

abgebildet wird.

UBUNGSAUFGABE 5 FUR DEN WERTEN LESER.‘ Man begriinde, dass (~~) zu k L ¢
dquivalent ist (wobei k& L ¢ bedeutet, dass die Tangenten an k& und ¢ in deren Schnitt-
punkten aufeinander normal stehen)!

Um das Bild der gleichseitigen Hyperbel (d.h. in v*z? — a?y? = a?b* - vgl. Abschnitt 3.7.5
- gilt a = b, weshalb die beiden Medianen die Asymptoten sind) hyp mit der Gleichung

hyp: 2% — y? = r?
bei der Inversion am Kreis k£ mit der Gleichung
k: 2?4y =r?
zu ermitteln, gehen wir wie zuvor bei der Kreisabbildung vor und erhalten mit
rho? iy ,

(22 + y2)2 - (22 + y2)2 =T

"8Der werte L (.ej ser moge diesbeziiglich als Ubung nachweisen, dass es sich dabei um die Gerade mit

der Gleichung y = —* - o + % handelt, deren (Ur-)Bild in Ubereinstimmung mit unseren vorherigen

Uberlegungen der entsprechende Kreis durch O ist.
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bzw.

Cor? (2® —y') = (2 +97)°
eine Gleichung der Bildkurve ¢, einer sogenannten Lemniskate, welche in Polarkoordinaten
(dh.z=R-cosp A y=R-singp) via

0: r? - R*- (cos® p —sin® ) = (R%cos® p + R*sin’ p)?
bzw. wegen cos? ¢ + sin? ¢ = 1 sowie cos? ¢ — sin® p = cos(2¢) durch die Gleichung
R? =17 cos(2¢)
beschrieben wird und somit eine algebraische Kurve vierter Ordnung ist.

Als leichte Ubung moge der wer-

e : . .
te L 5 Ser zeigen, dass der Flédchenin-

halt von beiden gefarbten Dreiecken
jeweils § betrégt, was auch fiir beide
Gebiete gilt, welche von den beiden
Schleifen der Lemniskate umschlos-
sen werden, wie wir unter Anwendung
der speziellen Sektorformel fiir Kur-
ven in Polardarstellung aus Abschnitt
4.1 wie folgt zeigen (wobei der wer-

te L Z ser die Wahl des Integrations-

bereichs begriinden moge):

/4
1
A=r?. /cos(2g0) cdp =r?- sin(2c,0)|g/4 =r?. 3= 53 O
0

Es sei noch der interessante Sachverhalt vermerkt, dass fiir jeden Punkt X auf ¢ sowie die
zwel festen Punkte Fj (—%5‘ O) und F, (%ﬁ‘ O) die planimetrische Eigenschaft

i\~
2

X -FBX = (

gilt (was stark an die Ellipse bzw. Hyperbel erinnert, wenn man anstelle der dort konstan-
ten Abstandssumme bzw. Betrag der Abstandsdifferenz das konstante Abstandsprodukt
setzt), was wir via

r- 2 - 2 r2 . 2 r. 2 e
$<m+ 2\/§> +y2‘$<x— 2\/5) +y2:? = |:<a:+ 2\/§> +y2]-|:<x— 2\@) -1-3/2:|=4

2\ 2
& (xQ—T—) —|—y2-(2952—1—7“2)+y4:iL s ot = 22 ot 4yt =0

2
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& @+ =r -y, 0

’BEMERKUNG 8.‘ Die hinter Bemerkung 6 steckende Eigenschaft von s gilt in einem
noch viel umfassenderen Ausmaf, da die Kreisinversionen zu den sogenannten konformen
Abbildungen™ zihlen, welche sich durch ihre Winkeltreue auszeichnen. Dies bedeutet,
dass der Schnittwinkel zweier Kurven k; und ks mit den Parameterdarstellungen

ki X(1) = ( ‘;g; > und ky: X () = < zzg; )

in ihrem Schnittpunkt S

— wo freilich z1(¢) = 22(t) A yi(t) = y2(t) (~~r~) gilt —

dem Schnittwinkel der Bildkurven von k; und ko im Bildpunkt von S (jeweils unter der
Inversion k) gleicht, was wir nun beweisen werden.

Dazu wenden wir zuniichst (%) auf k1 und ky an und erhalten fiir die Bildkurven k" und
ko' die Darstellungen

r2.a (t) 27" -To (t)2
/ t l xo<(t t
ke X0 = RO ) wnd kY X)) = | RO )

x12(t)+y12(t) x22(t)+y22(t)

Fiir die Tangentialvektoren von k; und ks ergibt sich

b X = ( ;i,ég ) und ks o X'(t) = ( 5;2/8 )

fiir jene von k" und k' durch Anwendung der Quotientenregel

/. / 2 (x12(t)+y12(t))?
k' XUt = ( U/ ()-(212(0) 11 2() 291 (8)- (1 (Dar ()£ (D (8)

xy’(8)-(212 () +y1 2 (1) =21 (O)-(x1 (Dz1 () +y1 (Dy1 ' (1) )
(x12(t)+y12(t))?

o /(1) - (22(t) — 242()) — 20 (£)an (D)’ (1)
ks X0 (yl’(t)-(a:12(t)—y12(t))—2x1(t)y1(t)w1’(t))

und entsprechend durch Ubergang von den Indizes 1 zu den Indizes 2

o 27 (1) - (22(t) — 22(1)) — 202(E)u()y (1)
ket X0 (ym-W(t)—y22<t>>—2x2<t>y2<t>x2'<t> )

Fiir den Schnittwinkel @ zwischen k; und k5 in S gilt daher

1/ (8)ao' (t) + 31" (D)y' (1)
\/$1/2 _|_ y1/2 t) \/1:2/2 + y2/2 )

"Niheres dazu entnehme man etwa [5]

CoOs ¥ =
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3.7 Die Ellipse als affines Kreisbild

Neben der aus den DANDELINschen Kugeln folgenden planimetrischen Ellipsendefiniti-
on (vgl. etwa [54], S. 186f!) gibt es noch andere Erzeugungsweisen, von denen wir uns
hier mit zwei zueinander dquivalenten beschéftigen werden, welche abbildungsgeometri-
scher Natur sind (und analytisch betrachtet mit affinen Abbildungen zusammenhéngen,
wobei beziiglich detaillierter(er) Untersuchungen der damit in Zusammenhang stehenden
perspektiven Affinitéten auf [54], S. 45ff verwiesen sei!).

3.7.1 Die Konstruktion von LA HIRE

Die in der unteren Abbildung illustrierte LA HiREsche®® Konstruktion geht von zwei zu-
einander konzentrischen Kreisen k, und k, mit den (wie die Notation bereits suggeriert)
Radien a und b (wobei a > b gilt) aus, wobei wir den gemeinsamen Mittelpunkt geeig-
neterweise in den Koordinatenursprung O legen. Betrachten wir nun zwei variable Punkte

y P und @ auf k, und k,, deren
zugehorige Radien auf der gleichen
Ursprungsgerade liegen und ordnen
diesem Punktepaar durch den Schnitt
der Parallelen zur x-Achse durch P

Q mit der Parallelen zur y-Achse durch
@ den Punkt R(z|y) zu, so interessie-
R ren wir uns fiir die Bahnkurve von R,

die entsteht, wenn P und () eine volle
Umdrehung auf k;, und k, vollziehen.

Dazu konstatieren wir zunéchst, dass
die Dreiecke AOP'P; AOPQ'(Q sowie
APR(Q) paarweise zueinander dhnlich
sind und aufgrund der Koordina-
tisierung sowie des Lehrsatzes von
PYTHAGORAS® fiir die zugehorigen
Seitenldngen OP’, PP, OP, OQ',
QP', OQ, PR, RQ sowie P(Q) die Dar-

stellungen

OP' = /b2 —y2, PP =y, OP=b, OQ =z, QQ' = Va? — 22,

OQ =a, PR=z—/b*—y? QR=Va>—a2%—ysowie PQ=a—b
gelten (was der werte L Z ser als Ubungsaufgabe beweisen méoge, und zwar inklusive der

behaupteten Ahnlichkeit der Dreiecke!).

80Philippe de LA HIRE (1640-1718) war ein franzosischer Architekt und Maler, der auch Schiiler des
Mathematikers Gérard DESARGUES (1593-1662) war (vgl. dazu den Satz von DESARGUES in [54], S.
128ff!) und mit seiner Schrift " Theorie des coniques” den Versuch unternahm, die aus der Antike durch
Apollonius von PERGA (262-190 v. Chr. Geb.) erforschten Kegelschnitte in einfacherer Form darzustellen
(vel. [42], S. 153). AuBerdem hat er 1708 den Umfang der Kardioide (vgl. Abschnitt 4.10.3!) berechnet.
81F{ir neue Beweise dieses fundamentalen elementargeometrischen Satzes vgl. man etwa [54], S. 133ff!
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Nun gibt es angesichts der zur Verfiigung stehenden Seiten(léngen) neun Moglichkeiten,
durch Anwendung des Strahlensatzes die laufenden Koordinaten  und y von R mit
den Radien a und b zu koppeln, von denen wir die Proportion

PP :OP = Q" : 0OQ bzw. dazu dquivalent PP : QQ' = OP : OQ

auswihlen (Der werte L 2 ser moge als umfangreiche Ubungsaufgabe zeigen, dass auch

die anderen acht Proportionen auf jene Bahnkurvengleichung fithren, welche wir in Kiirze
erhalten werden!), was uns zu

y:b=va*—2?:a(x) & ay=>bva®>—21?

bzw. quadriert, ...
a2y2 — b2(a2 o $2)

... ausmultipliziert ...
a2y? = a2 — b2

und umarrangiert schlieSlich zur Gleichung
b2 + a*y? = d®b? (%)

fiir die Bahnkurve von R fiihrt, welche wir als Ellipse mit der halben Hauptach-
senlidnge a sowie der halben Nebenachsenlinge b bezeichnen und mit ell abkiirzen,
wobei wir es aufgrund der speziellen Lage von ell (symmetrisch zu beiden Koordinaten-
achsen) mit einer Ellipse in erster Hauptlage®? zu tun haben.

3.7.2 Orthogonale Stauchungen und Streckungen (”0OS”)

Durch die Abbildung in 3.9.1 entsteht der Eindruck, dass ell durch eine Stauchung von
k. in Richtung der y-Achse (also normal zur x-Achse, weshalb man auch von einer ortho-
gonalen Stauchung spricht) mit dem Stauchfaktor g (bzw. durch eine Streckung von k;, in
Richtung der z-Achse mit dem Streckfaktor g) hervorgeht, was wir wie folgt kurz und
biindig zeigen:

Aus (x) folgt unmittelbar

y:vVa*—22=0b:a, O

UBUNGSAUFGABE FUR DEN WERTEN L 5 SER:| Man beweise analog die geklammer-

te Bemerkung iiber die entsprechende orthogonale Streckung, indem man von einer der
verbleibenden acht Proportionen aus 3.9.1 Gebrauch mache.

3.7.3 Ellipsentangenten und -polaren via OS

Aufgrund der soeben in 3.9.2 nachgewiesenen Aquivalenz der LA HirEschen Konstrukti-
on von ell aus k, und k, mit der orthogonalen Stauchung bzw. Streckung von k, bzw. k;,

82In Abschnitt 3.8.5 betrachten wir als Ausblick Ellipsen in allgemeiner Lage.
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kénnen wir wegen eines Satzes iiber die Tangententreue perspektiver Affinitéten® (wel-
che ja orthogonale Stauchungen/Streckungen beinhalten) die Tangente an ell in R(z|y)
dadurch konstruktiv ermitteln, indem wir vom Ellipsenpunkt R zum sogenannten Urbild-

y punkt der orthogonalen Stauchung
bzw. Streckung zuriickgehen und
ka V] dann zunéchst in P bzw. @ die
Tangente tp bzw. tg an k, bzw. k,
£ ten 0 legen. Nun ist der Schnittpunkt Y
ell : bzw. X von tp bzw. tg mit der y-
\P t bzw. x-Achse jeweils ein Fixpunkt
unter der orthogonalen Stauchung
bzw. Streckung, womit es sich bei der
Gerade durch Y und R bzw. durch R
und X um die gesuchte Ellipsentan-
gente t, an ell in R handelt. Gemé&f
dem in 3.9.2 angefithrten Stauch-
bzw. Streckfaktor erhalten wir aus
R(xg|yr) entsprechend P(b“’TR‘ YR)
sowie @ (zp|“2) und somit in
weiterer Folge unter Anwendung der
Spaltform der Kreistangente aus Abschnitt 3.8.2 fiir die entsprechenden Kreistangenten
in tp und tg die Gleichungen
ba ayr .

tp _R.x+yR-y:b2 sowie tq : OCR-OC-FT y=a,
a

woraus sich unmittelbar die Fixpunkte

2 2
Y (O| b—) sowie X (a_|0>
Yr TR
a? 2 2
=) () ()
R —b xR a"Yr

NI Vrg -+ a*yr -y = a’b?

ergeben. Aus

folgt mit

~—
Einsetzen von Y oder X!

schliefflich die Spaltform der Ellipsentangente, wobei der werte L Z ser zur Ubung analog

zur Begriffsbestimmung der Spaltform am Ende von Abschnitt 3.8.2 deren Bedeutung
begriinden moge und ferner durch Einsetzen von R unter Beachtung von (x) aus 3.9.1
nachweise, dass R auch (sic!) auf ¢, liegt.

Halten wir uns jetzt noch einmal klar und deutlich vor Augen, wie wir auf die Spaltform
der Ellipsentangente t,)) in R gestoflen sind, so miissen wir uns eingestehen, dass die In-
zidenz R € ell an keiner Stelle benutzt wurde (abgesehen von der Ubung fiir den werten

83ygl. [54], S. 55f!
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L g ser!)® weshalb wir bei der Ermittlung der Polaren eines beliebigen Punkts beziiglich

ell (wobei die Polare genau so definiert ist wie beim Kreis in Abschnitt 3.8.3!) genauso
vorgehen kénnen und sich die Polarengleichung daher ebenso durch Einsetzen des Pols in
die Spaltform von ell ergibt.

Da wir uns im Gegensatz zur Tangententreue perspektiver Affinitdten aber auf keinerlei
entsprechende Polarentreue stiitzen konnen (eben weil Polaritdten mit perspektiven Kol-
lineationen - und nicht mit perspektiven Affinitdten zusammenhéngen), gehort aber auch
dies noch abgesichert, wofiir wir uns den konstruktiven Aspekt zunutze machen und in
diesem Zusammenhang zwei grundlegende Eigenschaften perspektiver Affinititen
verwenden (Genaueres dazu findet man etwa in [54], S. 48 bzw. S. 45ff!), ndmlich:

e 1) Einander zugeordnete Punkte liegen immer auf einer Gerade mit fest vorgege-
bener Richtung. In unserem speziellen Fall der orthogonalen Stauchung ist diese
Richtung durch die y-Achse festlegt.

e 2) Der Schnittpunkt einer Gerade und ihrer Bildgerade liegt stets auf einer festen
Gerade, der sogenannten Affinitdtsachse. Dabei handelt es sich in unserem Fall um
die z-Achse.

Zur (konstruktiven)
Ermittlung der Pola-
re von P beziiglich ell
als die Gerade, wel-
che die Beriihrungs-
punkte jener Tangen-
ten enthélt, welche
man durch P an ell
legen kann, gehen wir
daher wie folgt vor
[wobei die konstruk-
tive Komponente un-
ter Verwendung von
1) und 2) aus der
Abbildung ersichtlich
ist!

e Wir gehen von P(zp|yp) zum Urbildpunkt Py (x Pl ‘WTP) iiber, ermitteln die Beriihrungs-
punkte T und Ty’ der Tangenten, welche man durch Py an k, legen kann iiber den
strichlierten THALES-Kreis k, dessen Mittelpunkt mit dem Mittelpunkt Mop, der
Strecke O P, zusammenfallt, wodurch via

Tp\2 ayp\2 xp?  a’yp?
o () - -
tTy) Ty PR

84Nota bene: An und fiir sich hétten wir te]) auch als Trigergerade der Strecke Y R oder RX erhalten
koénnen, wozu wir aber von der Inzidenz R € ell Gebrauch gemacht hétten!
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eine Gleichung von k gegeben ist. Geméfl Abschnitt 3.8.3 erhalten wir die Polare p,
von Py beziiglich k, dann durch den Schnitt von £ mit k,, was wegen

in obige Gleichung von k eingebaut auf

a
Do : —xp~x—£-y+a2:0

b

fithrt und unmittelbar die Spurpunkte

2 b
Xo (a—|0> und Yy <0|“—>
Tp yp
liefert. Um nun von py zur Polaren p von P beziiglich ell zu gelangen, konnen wir X

als Fixpunkt verwenden und brauchen nur noch Y an der xz-Achse mit dem Faktor
g orthogonal stauchen, was dann auf X = X sowie

b2
Y (o)
yp
und somit wegen

() oy () o (V)

p: Vap-x+dyp-x = = a’V?
X oder Y einsetzen!

auf

fiithrt, OJ.

3.7.4 Die Ellipse in allgemeiner Lage

Befindet sich eine Ellipse in allgemeiner Lage (d.h. die ihr eigene doppeltaxiale Symmetrie
bezieht sich nicht auf die beiden Koordinatachsen, sondern auf zwei Geraden mit jeweils
von 0 verschiedener Steigung, welche einander nicht im Koordinatenursprung schneiden),
so éndert sich entsprechend auch derern Gleichung gegeniiber der in 3.8.1 abgeleiteten
speziellen Hauptlagenform.

Was wir hier als gegeben voraussetzen (und etwa in [54], S. 186f detailliert analysiert
wird), ist folgende planimetrische Eigenschaft (welche oftmals zur Definition der Ellipse
verwendet wird, was raumgeometrisch aufgrund der bekannten DANDELINschen Kugeln
naheliegt) der Ellipse:

Fiir jeden Punkt X aufell ist die Abstandssumme 1 X + Fo X konstant, wobei Fy und F,
(die sogenannten Brennpunkte oder Foci) derart auf der Hauptachse von ell liegen, dass
FFy = 2e mit e < a gilt sowie der Mittelpunkt der Strecke FyFy mit dem Schnittpunkt
der Haupt- und Nebenachse von ell zusammenfdillt.
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Gehen wir von den zwei Foci Fy(u|v) und Fy(w|z) sowie einem beliebigen Ellipsenpunkt
X(x|y) aus, bilden

ne=[RR[= (0 )| s = [BR]=|(52Y)

und fithren via

N

-~

Ry

sowie

N

-~

g2:\/(x_w)2+(y_z)2:\/x2+y2—2(wx+zy)+w2+221
Ra

passende Hilfsgroflen ein, so lédsst sich die Algebraisierung der planimetrischen Eigen-
schaft
V Ri+ /Ry =2a [wobei F1Fy < 2a (#) zu beachten ist!]

durch sukzessives Quadrieren entscheidend verkiirzen:
= Ri+Ry+2VRRy = 4@2 = 4R Ry = [4&2 — (Rl + RQ)]Q
= 0=16a" —8a*(R; + Ry) + (R; — Ry)?

Erst jetzt setzen wir fiir R; und R, die von z, y, u, v, w, z und a abhéngigen Terme ein
und erhalten

0=16a"—8a*-[2- (22 +v*) —(u+w) -z — (v+2) -y +u?>+v*+w?+ 2%+
F2-(w—u)-z4+2-(z—0)-y+ud+0? —w? -2
bzw.
[4a* — (w—u)?] -2 =2 (w—u) - (z —v) -2y + [4a®> — (z —v)?*] - y* + ... =0 (%),
wobei die fiir uns im Folgenden nicht relevanten linearen und konstanten Anteile ledig-

lich mit Punkten angedeutet wurden, da uns in der allgemeinen algebraischen Gleichung
zweiten Grades in zwei Variablen

Az® + Bay + Cy? + Dx + By +F =0 (xx)

lediglich deren via
D := B* —4AC

definierte Diskriminante D interessiert, fiir welche wir im vorliegenden Fall (x) demnach
D=4-{(w—u) (z—v)>=16a" +4a” - [(w — u)* + (z = v)*] = (w —u)* - (z —v)*}
erhalten.
Unter Beachtung von Fi Fy = (w — u)? + (z — v)? sowie (#) ergibt sich daher
D <0, [O.

Somit haben wir bewiesen®, dass Ellipsen in allgemeiner Lage durch quadratische Glei-
chungen in zwei Variablen beschrieben werden, deren Diskriminante negativ ist.®

85Dabei sei auch ausdriicklich auf [9], S. 171ff sowie [53], S. 48f verwiesen, wo ebenso in allgemeinerer
(als sonst {iblichen!) Art und Weise die planimetrische Ellipsendefinition algebraisiert wird, wenngleich
auch nicht derart umfassend wie hier!

86In Ergéinzung dazu sei ausdriicklich auf [54] hingewiesen, wo die (hier nur am Beispiel der Ellipse
vorgenommene) Klassifikation der Kurven zweiter Ordnung auch fiir die verbleibenden Kegelschnittstypen
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