2 Analysis

2.1 Uberbestimmte Gleichungssysteme: Der analytische Blick-
winkel

In Vorgriff auf Abschnitt 6.3 beleuchten wir die dort behandelte Problemstellung aus der
Perspektive der Analysis, weshalb unter Verweis auf ebenjenen Abschnitt ohne weitere
einleitende Worte gleich in medias res gegangen wird:

a1x + by = ¢ N
o + by = ¢ (%) bzw. 7-x+b-y:?
aszr + b3y = c3

mit N
4, b, eR?

fithrt wegen

— — 2
ﬁ-m%—b-y—?‘ — Min! = @(x,y):‘ﬁ-xﬁLb-y—? — Min!

bzw.

auf
— — N
o(z,y) 272-x2+2-(7- b)-xy+ bz-y2—2-(ﬁ>.7).x—2.(b .?).?ﬁ_?z L Min,

dadurch auf

o
und

2—9;:2 (@ ?) P42 B2y -2 (7 7)
sowie

2 2 2 2
8_90:2.72, a_wzg.??udago 890:2. 7.7
0x? 0y?

Fiir die HEsSEsche Matrix H,, ergibt sich daher

und somit

bzw. wegen der Verallgemeinerung von Satz 4 (" LAGRANGE-Identitéit”) aus Abschnitt 6.5
vom R? auf den R? in Form von

(7)) +(@x7) =723 &)
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(was der werte L 2 ser als Ubung zeigen moge) schlieflich

2
det H, = 4- (7x€>> ,

%
ergo (falls a K b gilt, wovon ausgegangen werden kann, da (*) sonst aus drei zueinander
parallelen Geraden bestiinde, was die Aufgabenstellung ad absurdum fiithren wiirde)

det H, > 0,
was zusammen mit o o
¥ ¥
—>0 A — >0
ox? 0y?
jedenfalls auf ein aus dem Gleichungssystem
0 0
PP_o A oy,
ox oy

ergo
@@y (T ) = z.? (%)
e e y) \ b7

c
resultierendes Minimum von ¢ fiihrt, welches sich aus (x%) durch Anwendung der CRA-
MERschen Regel ergibt:

w27 7%.? o T T
b.? b2 Nz v V.2

:C: 7y:
det 72—> 7—>€> det 72—> 7—>€>
b b2 @b b2

Unter Anwendung des GRASSMANNschen Entwicklungssatzes
(UxNxW=W-&)-7—(V W)«

(vgl. etwa [48], S. 106ff oder [50], S. 35f) sowie charakteristischer Rechenregeln fiir das
Spatprodukt (vgl. etwa [48], S. 104ff) und das vektorielle Produkt lassen sich die Zahler
wie folgt ...

(@) (b-8)—(F-2)-(T-B)=[(@-7)-b—(b-2)-@] b =
=[(@x V) x| V= (ZxV) (TxD),
(@-@)-(b- )= (T-8)-(T-2) 7-0)-q]-¢ =

(Tx ) (Txb)| (@ x V) (@x7)
(@x73) (@x7)

fithrt und eine auffillige Ahnlichkeit zur CRAMERschen Regel zeigt.

(x]y) =
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6.3 Uberbestimmte Gleichungssysteme: Der geometrische Blick-
winkel

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage nach der besten Naherungslosung
fiir lineare Gleichungssysteme aus R*? (d.h. es liegen 3 lineare Gleichungen in 2 Varia-
blen vor), wobei wir einer Idee aus [4], S. 466, folgen (von wo auch die Abbildung auf der
nichsten Seite iibernommen wurde), welche wir aber iiber das ebda vorliegende konkrete
Beispiel hinaus verallgemeinern, um letztlich eine generelle Losungsformel herzuleiten.

Dass es sich dabei im Allgemeinen tatsdchlich um ein {iberbestimmtes Gleichungssystem
handelt, suggeriert ja bereits die positive Differenz aus der Gleichungs- und der Varia-
blenanzahl und wird durch die geometrische Interpretation der drei Gleichungen

a1 x + bly =C aq b1 C1
asx + boy = o (%) bzw. x- | as | +y-| ba | = e (xx)
asr + bzy = c3 as bs C3
——
e - 2

als je eine Gerade schliefllich besiegelt, da drei Geraden einander bis auf Ausnahmefélle
(wie etwa die Hohen, Strecken- und Winkelsymmetralen oder Schwerlinien eines Dreiecks)
nicht in einem gemeinsamen Punkt schneiden, sondern die Anschauungsebene in sieben
Bereiche (drei Winkelfelder, ein Dreieck sowie drei von einer Strecke und zwei Halbgeraden
begrenzte nach einer Seite offene Bereiche) unterteilen.

Um nun dennoch ein (z|y) € R? zu bestimmen, welches (wenn es (x) schon nicht exakt
zu l6sen vermag) (*) zumindest moglichst nahekommt, schreiben wir die linke Seite von
(%) in der dquivalenten Form

a1xr -+ bly N aq bl T
asx + bay bzw. x-d + y- b resp. ay by |- ( )
asx + bzy az b3

an und legen unser Hauptaugenmerk jetzt auf die via
p: R = R =) =A-r

definierte lineare Abbildung ¢:
Multiplizieren wir
N s
‘) =T - Q _|_ y . b

_>
beiderseits mit @ x b , so erhalten wir mit
%
(7 X b ) 9=0

die Gleichung einer durch den Ursprung des R? verlaufenden Ebene €, bei welcher es sich
demnach um das Bild von ¢ handelt.

Nun liegt der ”Zielpunkt” Z(c;|co|es) (welchen wir nach oben mit seinem Ortsvektor @
identifizieren kénnen) aber im Allgemeinen nicht in e, weshalb wir nun danach trachten,
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sozusagen als Kompromiss zumindest einen Punkt F'in € zu ermitteln, welcher Z moglichst
nahe kommt, was dann entsprechend auch einer Losung von (%) ziemlich nahekommen
wird, wenn wir zum Punkt F’ noch sein Urbild beziiglich ¢ ermitteln.

p Gehen wir also ans Werk, wobei wir geméf

der linken Abbildung fiir F' naheliegender-
weise den Fuflpunkt von Z bzgl. ¢ wahlen
werden:

Da es sich bei der Tragergerade der Strecke
Z F gerade um die Normale n auf ¢ durch Z
handelt, gilt entsprechend

ZAF
ro n:y= +t<a><b>

was fiir € N n die ”Schnittgleichung”

(E)x?) d+t- (a ><3>>2:0

mit der Losung

Abbildung 1: ([4], S. 466)

U:F:7_< ‘ W.( 7)

fithrt.
Fiir die gesuchte optimale Approximation (x|y) von (x) zieht dies
@ 4
N (a X b) N
x~ﬁ+y-b:?— 5 -(?x b)

(@ b)

_>
nach sich, was nach beidseitiger Multiplikation mit d bzw. b die Gleichungen
a’ w+( b) y="d-7 (#)

und
(7-?)-x+?2-y:?-?(##)

generiert, also auf ein lineares Gleichungssystem aus R(? fiihrt, welches in Abschnitt 2.1
gelost wird, wo die Fragestellung des vorliegenden Abschnitts alternativ mit Methoden
der mehrdimensionalen Analysis behandelt wird und wir dadurch ebenso auf das aus (#)
und (##) resultierende Gleichungssystem stofien.



