Preprint ausgewahlter Seiten
eines meiner nachsten Biicher
fiir die Referate 11 bis 15 zum Thema

Beweise des Pythagoreischen Lehrsatzes

im Rahmen des Geometrieunterrichts ..,
der Realisten der 4AD sowie der 4E

e Referat 11: Beweis 36 auf S. 155f
e Referat 12: Beweise 45 und 46 auf S. 166f
o Referat 13: Beweis 47 auf S. 168f

e Referat 14: Beweis 52 auf S. 174f (S. 175: nur die ersten zwei & die letzten sechs Zeilen)

e Referat 15: Beweis 54 auf S. 177f

Wien, im Februar 2017.

¢ Puzzle-

zustand 7

Dr. Robert Resel, eh.



5.1 26 weitere Beweis des Lehrsatzes von PYTHAGORAS

5.1.2 Ein 36. Beweis des Lehrsatzes von PYTHAGORAS ...

155

| BEMERKUNG: | Obi-
ger Beweis lédsst sich
auch als sogenannter
proof without words
fithren, was laut
[2], S. 47 bereits im
neunten  vorchrist-
lichen  Jahrhundert
Annairizi von Ara-
bien vermochte
(vgl. untere Abbil-
dung, entnommen

a.a.0.51).

... ist der Inhalt des vorliegenden kurzen Abschnitts, wozu wir die untere Abbildung be-

b-(a—0)

*Der Autor von[2] hat iibrigens gemeinsam mit Roger B. Nelsen mit [5] ein wundervolles Buch iiber
schone Beweise in der Mathematik verfasst, welches unter anderem auch einige derartige proofs without
words enthilt, was kein Zufall ist, zumal Nelsen bereits zuvor mit [3] eine ausschlieBlich darauf focussierte

Publikation (samt Fortsetzung [4]) vorgelegt hat.
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trachten, in welcher ein Quadrat der Seitenléinge a wie obig illustriert in vier rechtwink-
lige Dreiecke partitioniert wird, von denen zwei zueinander &nhlich sind (was der wer-

te L 2 ser ebenso zur Ubung begriinden moge wie die bereits in der Figur angegebenen
Léngen, welche iiber a, b und ¢ hinausgehen), was zunéchst auf die Gleichung

a_b+b~(a—b)2+c2‘(a—b)_I_a-(aQ—ab—l—bQ)
2 2a 2a 2a

—a® (¥)
fithrt, die durch weitere Umformung ...
(¥) & a*b+b-(a—b*+c (a—0b)+a-(a®—ab+b*)=2d" &

s A(a—b)=2d*-ad’b—b-(a—b*—a-(a*—ab+ V) &
& A(a-b=a-(2a*—ab—a*+ab—b*)—b-(a—b)? &
& Ao(a—b)=a-(a®>=b)—b-(a—0b)?
{ (wobei a # b zu beachten und zu begriinden ist!)

=a-(a+b)—b-(a—0)

... schlie3lich
A =a®+ v

impliziert, [J.

5.1.3 Ein 37. Beweis des Lehrsatzes von PYTHAGORAS ...

.. ist der Inhalt des vorliegenden kurzen Abschnitts, wozu wir die untere Abbildung be-
trachten, in welcher die Seiten AG und BD der Kathetenquadrate JAC FG und OBDEC
iiber die Punkte A und B hinaus verléingert wurden, was innerhalb des Hypotenusenqua-

drats JAHIB die zueinander #hnlichen (was der werte L g ser zur Ubung begriinden

moge) rechtwinkligen Dreiecke AALH und ABAK generiert, welche zusammen mit dem
Trapez [ JK L sowie dem zu AALH kongruenten Dreieck Al B.J eine Partition von JAHI B
bilden. Dies fiihrt zundchst (wobei der Nachweis der entsprechenden - bereits in der
Abbildung beschrifteten - Streckenléingen nebst der bereits nachgewiesenen Ahnlichkeit

AALH ~ ABAK ebenso dem werten L Z ser zur Ubung iiberlassen bleibt) zur Gleichung

2 2

ac ab 1 c 9
E+25+§(b+3—a)(b—a)—c (*)

fiithrt, die durch weitere Umformung ...

CL02 2

1 2, € 2
(*) = %—l—ab—i—i (b CL) +% (b (I)—C =
2
1
& %+ab+§-(b—a)2202 &=
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& a’b+b=b* & b-(a®+ V) =bltw

a4+ =7

impliziert, L.

UBUNGSAUFGABE [ FUR DEN WERTEN L & SER: | Man beweise, dass das Trapez genau

dann die Hilfte des Quadrats einnimmt, wenn fiir ¢ die Darstellung ¢ = \/g -(b—a) gilt

und zeige ferner auch die dquivalente Formel

2a
b—a

- b.

C =

UBUNGSAUFGABE 2 FUR DEN WERTEN L & SER: | Man beweise, dass die beiden zuein-

ander dhnlichen Dreiecke genau dann jeweils ein Viertel des Quadrats einnehmen, wenn
fiir ¢ die Darstellung
¢ = 2ab

gilt und schliefle daraus zusammen mit dem Lehrsatz des PYTHAGORAS und einer geeig-
neten binomischen Formel darauf, dass dies a = b impliziert.

5.1.9 Ein 45. und 46. Beweis des Lehrsatzes von PYTHAGORAS ...

... ist der Inhalt des vorliegenden kurzen Abschnitts, wozu wir die untere Abbildung be-

C
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trachten, wo ausgehend vom rechtwinkligen Dreieck AABC' die Streckensymmetrale mgc
eingezeichnet wurde, welche AB aus Ahnlichkeitsgriinden ebenso im Mittelpunkt Mg
sowie die Normale auf AB durch A in D schneidet. Ferner sei F der Schnittpunkt der
Normale auf DM 45 durch A mit DM 5.

Vor der weiteren Argumentation ergeht zunéchst die folgende

UBUNGSAUFGABE I AN DEN WERTEN L & SER: | Man beweise die Ahnlichkeit der Drei-

ecke AABC, AMagBMpc, AMspDA, AADE und AMagAE, wobei im Fall von
AMapBMpe und AM 4 g AFE sogar Kongruenz vorliegt. Ferner sind darauf aufbauend die
in obiger Abbildung bereits beschrifteten Katheten- und Hypotenusenlédngen herzuleiten.

Auf Basis der Resultate der obigen Ubungsaufgabe ergibt sich wegen

DMap = DE + EMap

gemiB der (im Zuge der Ubungsaufgabe bewiesenen) Beschriftungen zunéchst

a2 b ¢

% 3 %

2

bzw. nach Multiplikation dieser Gleichung mit 2b schlieSlich

a? + b = 02, .

UBUNGSAUFGABE 2 AN DEN WERTEN L & SER:| Man erldautere ebenso auf Basis der

umseitigen Abbildung den folgenden 46. Beweis des Lehrsatzes von PYTHAGORAS:

1 (a®> b\ a 1 ac c (a*>+b*)-a ac? 5
. o= = T b2 =c2 0O
( ) 2 2w 2 3 TG

2

2% 3
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5.1.10 Ein 47. Beweis des Lehrsatzes von PYTHAGORAS ...

... ist der Inhalt des vorliegenden kurzen Abschnitts, wozu wir die untere Abbildung be-

trachten, in welcher zunédchst von einem rechtwinkliges Dreieck AABC' mit den Kathe-
tenldngen a = BC und b = AC sowie der Hypotenusenldnge ¢ = AB ausgegangen wird.

Spiegelt man die Trégergerade der Kathete BC' an jener der Hypotenuse AB und schnei-

det die gespiegelte Gerade mit der Normalen auf AB durch A, so entsteht ein zu AABC
ahnliches Dreieck AABD.
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UBUNGSAUFGABE [ FUR DEN WERTEN L ¢ SER: Man leite die in der obigen Abbil-

dung bereits beschriftete fehlende Kathetenlédnge sowie die entsprechende Hypotenusenlédnge
im Dreieck AABD unter Verwendung von AABC ~ AABD sowie unter Gebrauch des
Strahlensatzes her!

Legt man jetzt noch eine Normale n auf die Tréagergerade g von AC durch D und schnei-
det n mit g, so resultiert daraus ein weiteres zu den beiden bereits vorhandenen Dreiecken
wiederum dhnliches Dreieck ADAE.

UBUNGSAUFGABE 2 FUR DEN WERTEN L & SER:| Man leite die in der obigen Abbil-

dung bereits beschrifteten Kathetenlingen im Dreieck ADAFE unter Verwendung von
AABC ~ ADAFE sowie unter Gebrauch des Strahlensatzes her!

Berechnen wir nun schlieflich den Fldcheninhalt des insgesamt generierten Trapezes C ED B
auf zwei Arten, so liefert dies

b? ab  b* b
at =) b=k

2 2a 2a
bzw.
a’® + b? - a’b + bc® + b3
a a 2a

resp. nach Multiplikation mit 27“ in weiterer Folge
20 + 20° = a® + & + b,
ergo
a>+ b=, 0.
5.1.11 Drei weitere Beweise des pythagoreischen Lehrsatzes (”PLS”)

In diesem Abschnitt erginzen wir die bislang aus unseren Uberlegungen in den letzten
fiinf Banden (ausgenommen [35] und [36]) sowie dem vorliegenden Band folgenden 47 Be-
weise des pythagoreischen Lehrsatzes ("PLS”) um drei weitere Herleitungen, womit wir
dann summa summarum auf 50(!) Beweise kommen.

Wir beginnen mit einer Verbindung von drei Elementen, namlich:

Sehnen-Tangenten-Satz, PLS und zwei binomische Formeln

Bei diesem Unterabschnitt handelt es sich um eine erweiterte Version des Artikels [33] des
Autors der vorliegenden Zeilen und geht zunéchst vom Sehnen-Tangenten-Satz aus (den
wir bereits in [34], S. ... bewiesen haben, jedoch mit vektoriellen Methoden, was auch
Vektorbetriage und somit freilich den PLS voraussetzt, weshalb wir nun einen elementar-
geometrischen Beweis fithren werden), den wir zunéchst (vgl. vorherige Klammerbemer-
kung) synthetisch beweisen werden:

Dazu gehen wir von der unteren Abbildung aus, ergo von einer Kreislinie £ mit dem Ra-
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5.1.12 Ein 51. und 52. Beweis des Lehrsatzes von PYTHAGORAS ...

... ist der Inhalt des vorliegenden kurzen Abschnitts, wozu wir die untere Abbildung be-

G b F

trachten, anhand der wir ausgehend vom Quadrat UABCD bzw. UBEFG resp. UAHIG
der Seitenlinge a bzw. b resp. c fiir die Katheten(léngen) a = AB und b = BG sowie
die Hypotenuse(nldnge) ¢ = AG des Dreiecks AGAB folgende Uberlegungen anstellen

wobei der werte L g ser zur Ubung das mehrfache Auftreten der Winkel o und 3 begriinden mége):

e Da (Wie der werte L 2 ser zur Ubung begriinden mége) die Dreiecke AGAB und

AGIF kongruent sind, gilt fiir den Fldcheninhalt Aqagre des Quadrats DAHIG
demnach

Avanic = Aoserc — Aarse + Aaasn (*).
e Wegen der Ahnlichkeiten
AIJE ~ AGAB und AAJH ~ AGAB

sowie

TE - a(bb—a)
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(Was wiederum der werte L Z ser zur Ubung begriinden mb’ge) und damit

_ 2 _ 2 2, 12
A_J:E—i—ﬁ—J_E:a—t—b—a(bb a) :ab—l—b bab—!—a _ o —bi—b

geht (x) somit in

=0

2_a(b—a)2+a_b a® + 0%\ ?
2b 2 be

<W0bei der werte L z ser die Darstellung von Aa4yg zur Ubung begriinden mé’)ge>

bzw.

oo alb— a)?  ala® +b?)?
=0 % e
resp.

—b = el [(a® +0*)? — (b —a)?] (x*)

iiber, was weiter umgeformt ...
(k%) < 2bc* —20°c? = a(a® + %) —a(b—a)*? <
& 2bct — [20° — a(b — a)?|c® — ala® + b*)* =0

=:k
2b” — a(b—a)®*£v'D
= = b (b4ba) vD mit D = k? + 8ab(a® + b*)?
b k= 2b% — ab® + 2a%b — a® = 2a*b + 2b°> — a® — ab® =
AW WESEL T — oh(a2 4 b2) — a(a? + b2) = (2b— a)(a® + b?)
o (2b—a)(a* 4+ b?) £ (a® + b%)\/(2b — a)? + 8ab
C - pu—
4b
_ (a2+b2)‘26—a:l:\/4b2_4ab+a2—|—8ab _ (a2+b2)_2b—a:|:\/4b2+4ab+a2 _
4b 4b
2b—a++/(2b+ a)? 2b—a+ (2b+ a)
(2 12y 2
= (a” +b%) 15 (a® +b7) I

2 _ (2112, —2a N
= A=ad>+b Vv c b - <0

... wegen (bzw. entgegen ) schlielich auf

& =a’+b

fithrt, womit der 51. Beweis des Lehrsatzes von PYTHAGORAS abgeschlossen ist.

Ein 52. Beweis ergibt sich, wenn wir die Ahnlichkeit
AAJH ~ AGAB

zusammen mit 2, 2
- a
i

durch Anwendung des Strahlensatz niitzen:
2 b2

AJ: AH = AG : BG, ergo c=c:b & d+b=c
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5.1.14 Ein 54. Beweis des Lehrsatzes von PYTHAGORAS ...

... ist der Inhalt des vorliegenden kurzen Abschnitts, wozu wir die untere Abbildung be-

D F E

trachten, in welcher ausgehend vom rechtwinkligen Dreieck AABC' mit der Hypotenu-
sen(linge) ¢ = AB, den Katheten(lingen) @ = BC und b = AC sowie den Innenwinkeln
a=ALCABund § = £CBA iiber der Hypotenuse das Quadrat [JAD E B errichtet wurde,
aus dem durch Féllen entsprechender Normaler ferner die zum Ausgangsdreieck AABC
dhnlichen Dreiecke AAF D, AFHE sowie ABHG generiert werden (Dabei moge der wer-

te L f.) ser zur Ubung die Ahnlichkeiten begriinden!).

Dies hat aufgrund des Strahlensatzes (wie der werte L Z ser im Detail begriinden moge)



178

die Streckenlédngen

und dadurch

zur Folge.

Ferner resultiert daraus

sowie

——  ac(b—a)
FH = T
und tiberdies o ) ( 2, 2 b
— ac(b—a — a”+ 0® —av)c
BH =c— b—2 bzw. BH = 12
was via ( 2, 2 b) ;
__ a® + —ab)c
BH:BG=c¢:b = 7 e
resp.

schlieB3lich auf

fiithrt, .

c? N
= 0 sowie DF = n

5
T

2 2
BG= —a bow. BG=" bab

(b—a)c

W:c_% bzw. EF =

() & a®+b*—ab=c"—ab

a®+ b =2

Y
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