Ubungsbeispiele fir diedrei-
stiindige Schularbeit (prin-
zipiell auch fur die schrift-

licheMatura geeignet!)
(8A, Gymnasium, 2012/13)

Diese Beispiele sollen durch die sowohl fur die dreistiindige
Schularbeit als auch die schriftliche Matura relevanten

Soffgebiete fihren, wobei an dieser Selle mit der k,
IAnalytischen Geometrie der K egelschnittd (speziell: '
der Parabel) ein Kapitel der 7. Klasse exemplarisch noch-

mals aufgerollt wird, und zwar anhand von Aufgaben, derenj
"Bausteing" geradezu charakteristisch fir Maturabeispiele sind.

ACHTUNG! Ein bloR3es "Auswendiglernen" der Beispiele ist sicher
keine ausreichende Matura- resp. Schularbeitsvorbereitung, da du
deine erworbenen Kenntnisse sowohl bei der dreistiindigen Schul-
arbeit als auch bei der schriftlichen Matura auf Problemstellungen
anzuwenden hast, die zwar nicht ganzich neuartig, aber zum Tell
in der Form wie bei der dreistiindigen Schularbeit resp. der schrift-
lichen Matura gestellt in dieser Aufgabensammlung nicht enthalten
sind! Ein eigenstdndiges L 6sen dieser Aufgaben (bis auf jene, die
wir in diversen Schullibungen gemeinsam bearbeiten werden) ist ei-
ne absolute Notwendigkeit fiir ein angemessenes Ubungsprogramm!

1) Zum Aufwérmen ein einfaches Parabelbeispiel mit einer (ausgepr agten!)
Verbindung zur Linearen Analytischen Geometrie:

R A A A A A A A A A A A A A A A R A AR
... bei Kegelschnittsaufgaben stets gegeben (wie die Erfahrung — Wintersemester 2011/12! — lehrt)!!!

Bezuglich der in neben- "
stehender Abbildung y par
illustrierten Konfigu-
ration gilt der folgende
Satz.Der Hohenschnittpunkt
H des Parabeldreiecks
DSAB (wobei par: y2=2pXx)
ergibt sich durch die folgen-
den Konstruktionsschritte:
Dreimaliges fortlau-
fendes Spiegeln des
Parabelbrennpunkts
F am Parabelscheitel
S liefert den Punkt F.
Erganzen des Drei-
ecks DSAB zum Pa-
rallelogramm SACB
ergibt den Punkt C.
Projizieren von C auf die Parabelachse fuhrt auf den :
Punkt C" und Viertelung der Strecke C'C auf den Punkt C;. A
Schnitt der Parallelen zur Parabelachse durch Cs mit der Normalen
zur Parabelachse durch F” bringt schliel3lich den Héhenschnittpunkt H.

Verifiziere diesen Satz fir den Punkt A(1]—8)!

Zum Uben firr die Klausur folgen noch einmal 15 separate Beispiele zur Parabel! ©



2) Pund R seien Punkte einer Parabel par, auf deren Verbin-
dungsstrecke auch der Brennpunkt F von par liegt. Beweise
allgemein oder/und verifiziere am konkreten Beispiel einer
Parabel in erster Hauptlage durch P(2|-16), dass dann die
Tangenten und Normalen an par in P und R ein Rechteck
PQRS bilden, dessen Diagonale QS parallel zur Parabelachse

liegt und fur dessen Umkreisradiusr die Formel r :(yg;xf*) gilt.s

3) In nebenstehender Abbildung
ist na die Normale an eine Pa-
rabel par mit dem Brennpunkt
Fin einem ihrer Punkte A, A¢
der zweite Schnittpunkt von
gar Mit par, A, der zweite ge-
meinsame Punkt von na mit
par, M der Mittel punkt der
Strecke AA, und schliefdlich
L die Normalprojektion von x
A¢ auf die Leitgerade der Parabel. N FoA
Dann gilt der folgende Py
L, As und M liegen kollinear.

Kontrolliere die Gultigkeit dieses
Satzes fur den Punkt A(1296)432)!

4) |st DOAB ein rechtwinkliges Parabeldreieck mit dem
rechten Winkel in O, dann gilt fir den rechts abge-
bildeten Punkt S: x4 = 1x(x,, +4x, +8x, ). Uberprife
die Gltigkeit dieser Formel fur den Punkt B(16[24)!

5) Bezogen auf die linke Ab- 0
bildung gilt der folgende

Die Gerade durch den Mit-
telpunkt M der Sehne $,S,

und den Parabel punkt B ver-
lauft parallel zur Parabel achse.
Ayt
Verifiziere diesen R/ S
Satz anhand des ta /
konkreten Beispiels
A(256(384)! A

ng

o

6) Bezuglich der rechten oberen Abbildung gilt der Satz, dass °

die Strecken BS und QR parale und gleich lang sind.
Kontrolliere dies am Beispiel des Punkts B(4]-16)!



Ergibt sich ein Parabeldreieck DOAB wie
in der linken Abbildung illustriert, so gilt
far den Umkreismittel punkt U(xylyu) des
Dreiecks DOAB die folgenden :

Xy = %XXB + Xe
Weise dies am Beispiel A(2]8) nach!

8) Satz Legt mandurchden Brennpunkt F einer
Parabel in erster Hauptlage eine Gerade,
so schneidet diese die Parabel in zwel
Punkten A und B, wodurch eine Sehne

der Lange AB = X, + X, + 2X, entsteht.
Verifikation fur A(81|54)!

9) Sind A und B zwei Punkte einer Parabel in erster
Hauptlage, dann schneidet die Winkelsymmetrale S

des Winkels <BSA die Parabel in einem zweiten
Punkt C (siehe rechte Abbildung!), ftr den dann

Clepx(2)2pr o) gitt [wobei a:= \[1:(SA+y, ),
b= 21(SA-y, ). c=21(SB +y,) und d:=[3:(SB -y, )]

Verifiziere diesfur A(2304|1728) und B(xg|540)!

10) Legt man in den Endpunkten einer Parabel sehne, welche
durch den Focus F der Parabel geht, die Tangenten, so
schneiden diesen einander bekanntlich orthogonal auf der
L eitgerade I der Parabel. Betrachtet man wiein der linken
Abbildung auf der ndchsten Seite zwei derartige Sehnen,
so gilt fur den Abstand der Schnittpunkte A’” und B’ die
Formel A&Bm — ‘(yA‘sz)éZA‘th)I — I(yA 'yBZ))E)B/At‘yB” .
Verifikation fir A(xa|64) und B(256}-128)!




Abbildung zu Aufgabe 11)
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Abbildung zu Aufgabe 10)
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11)  Legt manin den Endpunkten einer
Parabel sehne, welche durch den
Focus F der Parabel geht, die Tan-
genten, so schneiden diesen elnander
bekanntlich orthogonal auf der Leitgeradel
der Parabel. Betrachtet man nun wiein
nebenstehender Abbildung zwei derartige
Sehnen, so schneiden einander auch die
Geraden gag und ga's in einem Punkt von
Beweis oder Verifikation fur A(2304/1152)
und B(xg|1728)!

12) | Legt man durch einen Punkt T(x1|yr) einer Parabel in erster Hauptlage mit dem R
Brennpunkt F sowohl die Tangente tr als auch die Normale nr, so begrenzen die }’l' - y . FT (*)
Parabelachse, ty und ny ein Dreieck, fiir dessen Flacheninhalt |1 die Formel (*) gilt. T

Verifiziere diesen Satz fiir den Punkt T(18/12)!

13) SaTz. Ist g [g:y=kx+ d] Kurvennormale der Parabel par [par.: y>=2px], dann gilt [pk’ +2pk+2d=0]
Verifziere diesen Satz fiir jene Parabel in erster Hauptlage. welche die Gerade mit der Gleichung
X — 6y + 72 =0 als Tangente besitzt, und zwar fiir die Kurvennormale im Parabelpunkt T(xr|12).

14) Fiir die in nebenstehender Abbildung illustrierte Kon-
figuration gelten die folgenden beiden Sitze, wobei
von par.: y-=2px und T(xr|yr) ausgegangen wird.

- -2px,
¥r

Satz 1] [xy =22y,

xr P

n
SATZ 2.| Myy liegt auf der Leitgerade von par. ™~

Fiir seine y-Koordinate yy; gilt
vy = k- (x; —x; ). wobei k die
Steigung von t und xf die

x-Koordinate des Parabel-
brennpunkts bezeichnet.

-—

Verifiziere diese beiden Sitze am
Beispiel jener Parabel par, welche
von der Gerade g mit der Gleichung
g:x—4y+ 64 =0 beriihrt wird, und
zwar fiir den Punkt T(x1]4). wobei gegebenenfalls vom Zwischenresultat par.: y* = 16x Gebrauch zu machen ist!




15) Fir jede durch den Brennpunkt F einer Parabel par [par: y? = 2px] gehende Gerade g schneiden einander
die Tangenten in den Schnittpunkten von g mit par orthogonal in einem Punkt I(x; |y ) der Leitgerade von

par. Ist ferner P(xp|yp) der Schnittpunkt von g mit der Leitgerade von par. so gilt stets |y - ¥p = —-p’|

Bestitige dies fiir F(36/0). wobei g ferner durch den Punkt Q(4-24) verlauft!

16) a) Stelle eine Gleichung jener Parabel par in erster Hauptlage auf. welche die Gerade
t [t: x—4y+96=0] als Tangente besifzt und berechne auch die Koordinaten des Beriih-
rungspunkts P von par mit t. (Zwischenresultat fiir die weitere Rechnung: par: y* =24x)

b) Lege durch den Parabelscheitel S die Normale n auf gps, berechne die Koordinaten des zweiten
gemeinsamen Punkts Q von par mit n und stelle eine Gleichung der Tangente t” an par in Q auf.
c¢) Berechne die Koordinaten des Schnittpunkts R(xg|yg) von t und t” und verifiziere am vorliegenden Beispiel folgenden
Sind P und Q Punkte einer Parabel mit dem Parabelscheitel S derart, dass Z/PSQ = 90° gilt und
bezeichnet R den Schnittpunkt der Parabeltangenten tp und ty. dann gelten fiir den Flacheninhalt

1 des Dreiecks APSQ die gleichwertigen Formeln |1 = Xj - ‘}’R - yp‘ und [l =Xy ~‘yR — Yo

Aus einer fruheren Schularbeit [7TA(G), 2002]:

17)
Aufgabe 2 (Parabel):

Fur jede Parabel par in erster Hauptlage
ilt der folgende elementargeometrische — X °
Legt man in einem Punkt T(x1|yr) die Tangente tr an T
par, so gilt fir das Produkt der Normalabstande

des Parabelscheitels S und des Parabelbrennpunkts
F von tr nebenstehende Formel|

Bestatige die Gultigkeit dieser Formel am konkreten Beispiel jener Para-
bel par in erster Hauptlage, welche die Gerade t [t: 3x-4y+18 = 0] als
Tangente besitzt. Wéhle hiebei fur T den Beruhrungspunkt von t und par!

Aus einer weniger friheren Schularbeit [7D(Rq), 2008]:
18

N

Von einer Parabel par in erster Hauptlage kennt man die Tangente t [t: 3x—4y+192=0].

a) Ermittle eine Gleichung von par (Zwischenresultat: par: y* = 144x)
sowie die Koordinaten des Berithrungspunkts T(xr|yr) von t mit par.

b) Lege im Schnittpunkt von t mit der Scheiteltangente die Normale n auf t und verifiziere am
konkreten Beispiel den allgemeingiiltigen Satz, demzufolge par aus n eine Sehne der Lange
* =2+ 2p ausschneidet, wobei x1 bzw. p die x-Koordinate des Berithrungspunkts T von t mit

par bzw. den Parabelparameter bezeichnet. Fertige eine saubere Skizze an, welche diesen Satz illustriert!

19) F(36/0) ist der Brennpunkt einer Parabel par in erster Hauptlage.
a) Berechne den Parameter p von par stelle eine Gleichung von par auf!
b) Kontrolliere, dass F auf der Gerade g[P(31]12). Q(51]-36)] liegt und berechne die Koordinaten der Schnittpunkte A und B von g mit par.
¢) Kontrolliere am vorliegenden konkreten Beispiel die allgemeingiiltige Formel x» - xp= Xp

d) Kontrolliere am vorliegenden konkreten Beispiel die allgemeingiiltige Formel ya - yg=—p~.



20) In nebenstehender Abbildung ist
eine Parabel par in erster Haupt-
lage zusammen mit ithrem Focus F
sowie dem Spiegelpunkt M des
Parabelscheitels S an F illustriert.
Fiir jede durch M gehende Gerade g
gilt dann stets der folgende Lehrsatz:
- Es sei g par = {P,Q}

mit P(x;[y;) und Q(xafy2).
Dann gilt (wobei p den
Parabelparameter bezeich- ¢

net) stets die |f01gende Formel|

PQ=(=+1f x, =(2+1f -x

Verifiziere diesen Lehrsatz fiir F(8|0), wobei g ferner

durch R(30/8) hindurchgeht. (Ein allgemeiner Beweis
wiirde selbstverstiandlich die bloBe Verifikation toppen!)

21) In nebenstehender Abbildung ist sowohl jene Parabel d

par in erster Hauptlage mit der Leitlinie d ("Direktrix")

und der Tangente t [t: 3x—4y+64 = 0] als auch jene

Gerade durch P(xp|32) — wobei P d — und den Focus F

von par abgebildet. Verifiziere anhand des vorliegenden
konkreten Beispiels pebenstehende allgemeingiiltige Formel|

fiir die Lange * =S;S, , wobei vom Parabelpa-
rameter p und von P(Xp|yp) ausgegangen wird:

" el v A)
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22) aus]

F(9/0) ist der Brennpunkt einer Parabel par in erster pr
Hauptlage, die Gerade g [F, 1(25]-12)] schneidet par
in zwei Punkten T und U, wobei x<Xy gelten soll.

a) Ermittle eine Gleichung von par, berech-
ne die Koordinaten von T und stelle eine
Gleichung der Tangente tr an par in T auf!

b) Verifiziere anhand des konkreten Beispiels
nebenstehend illustrierte Tangentenkonstruk-
tion (T auf die Parabelachse projizieren, proji-
zierten Punkt T, am Parabelscheitel spiegeln, ge-
spiegelten Punkt T, schlieflich mit T verbinden!)!




24) In nebenstehender Abbildung ist sowohl jene

23) Nebenstehend 1st jene Parabel par in
erster Hauptlage abgebildet, welche
t [t: 2x—y+2=0] als Tangente besitzt.

a) Ermittle eine Gleichung von par und
stelle im Parabelpunkt T(xt|32) sowohl R
eine Gleichung der Tangente tr als
auch der Kurvennormale nt auf.

b) Berechne die Koordinaten des zweiten
gemeinsamen Punkts N von ny und par!

c¢) Stelle eine Gleichung der Tangente ty an par in N auf!

d) Verifiziere fiir die eingezeichneten Schnittwinkel o und p die
allgemeingtiltige goniometrische Beziehung tan3 =2 tana, !

Parabel par in erster Hauptlage mit dem Brenn-
punkt F(4|0) als auch jene Gerade g abgebildet,
welche nebst F ferner durch 1(7|-4) geht. Veri-
fiziere anhand des vorliegenden konkreten Bei-
spiels die folgenden allgemeingiiltigen Lehrsdtze:

Tund V von g mit par schneiden einander auf
der Leitgerade von par unter rechtem Winkel.

Die Tangenten an par in den Schnittpunkten j

Fiir den Schnittpunkt W(xw yw) der Normalen U
an par in den Schnittpunkten T(x1|yr) und

V(xv|yy) von g mit par gelten die Darstellung-
en Xy = XptXrHXy und yyw = $* (Yr+yy) = yu-

y+
T
t T
o par n T
- S
P s+
y+ par
nT
X+
F
g
W
n_vV
t vV -
V

Gutes Gelingen beim L 0sen dieser schonen Aufgaben!

Wien, im Dezember 2012.

P.S.

Dr. Robert Resdl, e. h.

Nebst 12 SU- und 3 HU-Beispielen (also insge-
samt 15 erledigten Aufgaben) blieben seiner-

zeit im Herbst 2011 von 39 Ubungsbeis

spiele tibrig, die sich ebenso nach wievor zum
Uben eignen! Nach der dreisttindigen Schular -

ielen
zur Parabel auch noch (zuféllig auch!) 24 Bei-
beit folgen dann noch [15 abschlieRende Ubungs-

beispiele zur analytischen Geometrie der Parabel!



