Um die Kegel schnittstypen Ellipse und Parabel nicht lose aneinander zu reihen (was unnatirlich ware), entwickeln wir den
Begriff "Parabel" im Folgenden aus dem Begriff der Ellipse, und zwar Uber den Weg eines Grenzprozesses (vgl. 6. Klasse!):

Einige der nun anschlieRenden Uberlegungen sind — ein wenig adaptiert — [1] entnommen, was einer der | ntentionen dieser Arbeit entspricht:

Um unseren Weg nun beschreiten zu konnen, gehen wir von einer Ellipse ell
mit den Hauptscheiteln A(0|0) und B(2a|0) und den Brennpunkten F;(£[0)
und F5(2a — 2|0) aus (vgl. Fig. 36!), welche dann durch die Gleichung

ell:b*(z — a)? + a®y? = a?® bzw. ell:b’z? — 2ab’z + a’y* =0
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Beachten wir ferner (vgl. Fig. 36!)
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woraus dann durch Einsetzen von (i) in (i)
z
Pt (2v)

f(})llgt, so erhalten wir durch Einsetzen von () und (4v) in () die Ellipsenglei-
chung
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Soweit, so gut! Nun wird man sich berechtigt die Frage stellen, was all dies
bezwecken soll. Diese technischen Vorbereitungen sollen es uns nun ermogli-
chen, folgenden Vorgang analytisch umzusetzen:

ell:y? =

b |2

Wir wollen uns nun liberlegen, was passiert, wenn der rechte Brennpunkt
Fy(z]0) von ell in Richtung der positiven z—Achse ins Unendliche wandert
(also projektiv formuliert zum Fernpunkt der z— Achse wird)

Dazu lassen wir z in (v) gegen +oo gehen, was wegen
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liefert, welche somit jene Kegelschnittskurve| beschreibt, die sich ergibt, wenn ein Brennpunkt einer
Ellipse bei fest bleibendem zweiten Brennpunkt zum Fernpunkt der Hauptachse der Ellipse
wird.

Und |eben diese K egel schnittskurve wird als Parabel par (in erster Hauptlage) mit dem Brenn-
punkt F(£ |0) bezeichnet, p selbst wird Parameter der Parabel genannt und hat folgende Bedeutung:

BEACHTE(!): DA [T| AUF PAR LIEGT, ERFULLEN
K OORDINATEN DIE PARABEL GLEICHUNG!
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Fixieren wir einen  Punkt T(X+|yt) der Parabel par [par: y* = 2px] und betrachten den zugehérigen

Y VAR o
Brennstrahl TF:EA yXTg, so ergibt sich fur TF:‘TF‘:W/(%—XT)2+y$ bzw. (weil wegen T1 par ja
RANN}

yr7=2pxq] Giltl) TF=/(2% - %, f +2px; =704 = i +3E + 2px, =3P +px, + X2 =% +x, , was man

folgender mal3en inter pretieren kann:

v+ Dader Normalabstand von T zur Gerade | mit der
par Gleichung || : x = - % | exakt % + x, betragt und

somit gerade der Lénge TF der Brennstrecke TF
entspricht, folgt daraus die Eigenschaft der Parabel,
dass fur jeden Parabel punkt der Brennstrahl TF und
der Leitstrahl (auf dem der Normalabstand von T
zur Leitgeraden | gemessen wird) gleich lang sind.
Ferner ist der Parabelparameter p dadurch
als Normalabstand von T zu | interpretierbar.

F (Focus oder Brennpunkt) oy

! Betrachtet man die Parabel nicht (wieim
vorliegenden Zugang) als entartete Ellipse,
H{Leitgerar oder Dirktr) sondern definiert sie durch die Eigenschaft,

die wir gerade bewiesen haben, spricht man
von der planimetrischen Definition der Parabel.




6.3 Parabeltangenten

Aufgrund von Satz 41, demzufolge die Parabel aus der Ellipse hervorgeht,
wenn einer ihrer Brennpunkte zum Fernpunkt ihrer Hauptachse wird, kénnen
wir nun mit Leichtigkeit durch Anwendung von Satz 5 und eben Satz 41 unmit-
telbar die entsprechende Eigenschaft der Parabeltangente in einem Punkt T
einer Parabel (wobei wir dies hier fiir Parabeln in erster und dritter Hauptlage
durchfithren werden, fiir die zweite und vierte Hauptlage verlduft dies nach
Vertauschung der Koordinaten analog) ableiten. Der erste Brennstrahl T'F;
bleibt fix, der zweite Brennstrahl T'F, verliuft parallel zur Parabelachse, da
F, der Fernpunkt selbiger ist. Dementsprechend gilt (vgl. Fig. 42!) folgender
Satz:

Fig. 42

SATZ 43. Die Parabeltangente ¢ in einem Punkt 7" einer Parabel ist die
Winkelhalbierende des Brenn- und des Leitstrahls.

Da der Brennstrahl b und der Leitstrahl | aufgrund der planimetrischen
Parabeldefinition gleich lang sind, erhalten wir fiir par:y? = 2pz und
T(zr|yr) € par wegen
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via (Man beachte T" € par!)
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einen Richtungs- bzw. Normalvektor von ¢ , was durch Anwendung des In-
zidenzkriteriums und des Normalvektorsatzes die Gleichung(en)

ir : px — yry = pxr — y%
S
2pzTT

bzw.
77 g i e p(ﬂ&‘ -+ $T)

fiir die Tangente {7 an par in T liefert, was wegen der Form
Y =2pT ="pT +'DT

der Parabelgleichung nach anschlieBender Substitution eines “y—Faktors” auf
der linken Seite durch y; und eines “pz—Summanden” auf der rechten Seite
durch pzy wieder nichts weiter als eine Spaltform ist (was mutatis mutan-
dis auch fiir die zweite und vierte Hauptlage gilt, wobei wir aber von nun an
in diesem Abschnitt der einfache(re)n Formulierung wegen (mit dem bloflen
Verweis der Analogie zur zweiten und vierten Hauptlage nach Koordinaten-
vertauschung) nur noch erste und dritte Hauptlage behandeln werden), was

wir in folgendem Satz festhalten:
SATZ 44. Durch die Spaltform

tr : yry = p($ i SBT)
1st eine Gleichung der Tangente {7 an die Parabel par mit der Gleichung

par:y? = 2pz im Punkt T'(zr|yr) € par gegeben.
Nach einigen einfachen Einstiegsiibungsaufgaben folgt nun analog zur Ellipse die Herleitung

einer Ber Uhr Unngedl ngungfuremeGeradegmlt

der Gleichung|g; Y=KX+0 und eine Parabel par in erster Hauptlage [[par: y* = 2px]:

Aus U1 * YTy = P(-’E I -’33’1‘*) folgt durch Umformung |t, y_y£x><+pyT.

Demnach gllt k= sowie d==, WOraus y, = {(*) sowie dy, = px, bzw. 2dy, = 2px, (**)
folgt. Wegen T(zﬂyT) E par wird (**) somit zunéchst zu 2dyr =y bzw.

zu 2d=y+ bzw. wegen (*) zu 2d=2, was &quivalent zu D - 2kd Ist.

Und d| ESist die Beriihrungsbedingung fiir g: y=kx+d und par.: y=2px.

[1] ReSEL, Robert (2001): Didaktisch-methodische Uberlegungen zu ausgewahlten Kapi-
teln des Geometrieunterrichts der AHS-Oberstufe. Dissertation an der Universitat Wien.



