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Mathematical discoveries, like springtime
violets in the woods, have their season
which no human can hasten or retard.

John BOLYAI

1 Einleitung

Nicht nur mathematische Entdeckungen, sondern auch deren Darstellung in Form von
Biichern wie dem vorliegenden, miissen erst einmal (in den entsprechenden Autoren) so
weit reifen, dass sie einer potentiellen Leserschaft zugédnglich bzw. zumutbar sind. In die-
sem Sinne findet der avisierte Leserkreis in diesem Band, welcher als unabhéngig von
den beiden Vorgangerbénden Reise zum Mittelpunkt der Mathematik ("Band 17) sowie
In 101 Abschnitten um die mathematische Welt ("Band 27) (in weiterer Folge unter Ver-
weis auf das Literturverzeichnis jeweils via [66] sowie [67] angefiihrt) konzipiert wurde
(obgleich - vgl. letzte Klammerbemerkung! - an so mancher Stelle zur Ergénzung auf die
beiden Vorgingerbénde hingewiesen wird), eine breite Palette mathematischer Delikates-
sen, welche zur Zeit des Verfassens der ersten beiden Bénde noch nicht so weit ausgereift
waren, um sich ebenda bereits in adédquater Darstellung einzufinden (nunmehr aber ihren
Weg in den dritten Band gefunden haben, dessen Titel sich wie schon bei den beiden
Vorgéngerbianden wieder an Jules VERNE anlehnt). Auf diese kognitiven Kostlichkeiten
wird im Zuge dieses Einleitungskapitels noch (mehr oder minder genau) eingegangen, zu-
vor jedoch ist fiir jenen Teil der Leserschaft, der keinen der beiden Vorgéngerbénde kennt,
noch eine Bemerkung angebracht:

Da nach Auffassung des Autors der vorliegenden Zeilen die Beschéftigung mit Mathe-
matik bei einer durch Interesse, ja Wissens- oder besser: Erkenntnisdurst und Neugier
bestimmten Einstellung zur Materie ein kognitiv in héchstem Mafle genussvolles, ja gera-
dezu hedonistisches Erlebnis verspricht, versteht sich von selbst, dass dieses Versprechen
freilich nicht (ausschlieBlich) durch passive Berieselung, sondern (auch) erst durch aktive
Prozesse wie der Bearbeitung von Ubungsaufgaben, dem eigensténdigen Probieren (und
erst anschliefendem Weiterlesen) u.v.a.m. eingelost werden kann, wenn man sich erst ein-
mal von der Rolle des reinen Lesers 16st, indem man viel mehr auch zum Loser diverser
im Rahmen dieses Buchs aufgeworfener mathematischer Problemstellungen (was u.a. auch
Ubungsaufgaben inkludiert) wird. Aus diesem Grunde wird die Leserschaft im Folgenden

stets mit werter L .Oef ser angesprochen, wenn es der Autor an so mancher Stelle fiir ange-

bracht hélt, (wieder einmal) an diese aktive (und dann eben kognitiv umso lohnendere)
Rolle zu erinnern. Wollen wir uns nun also dem Inhaltlichen zuwenden:

e Im Gegensatz zu den jeweils in elf Abschnitte gegliederten Kapiteln 3 und 4 iiber
Geometrie und Analysis weist das Kapitel 2, welches sich mit algebraischen The-
men beschéaftigt, mit seinen lediglich vier Abschnitten eine weniger starke Hete-
rogenitéit auf. Dariiber hinaus wird den Themen dieser Abschnitte ausreichend
Platz gewidmet, was eine tiefergehende und auch facettenreichere Behand-
lung ermoglicht.!

Dass dies in den teilweise(!) kiirzeren Abschnitten {iber Geometrie und Analysis nicht erfolgt, stellt
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Beginnend mit dem kiirzesten der vier Abschnitte {iber Summenformeln gehen wir
der Frage nach, unter welch unterschiedlichen Gesichtspunkten geschlossene Aus-
driicke (”Summenformeln”) fiir Potenzsummen gewonnen werden kénnen, was ab-
gesehen vom Abschnitt 2.1.8 (der als Ausblick bereits unendliche Summen thema-
tisiert, wodurch wir freilich die Grenze zur Analysis iiberschreiten, indem wir gar
mit FOURIER-Reihen arbeiten und bereits Resultate iiber Hyperbelfunktionen aus
dem Analysis-Abschnitt 4.8 vorwegnehmen) eine gute Aufwiarmphase fiir die beiden
folgenden Abschnitte iiber Quaternionen und Lineare Algebra erméglicht, obgleich
die einzelnen Abschnitte des gesamten Buchs groitenteils unabhéngig voneinander
(mit einigen Ausnahmen, vgl. etwa letzte Klammerbemerkung!) genossen werden
konnen (inkl. der bereits betonten tiberaus aktiven kognitiven Rolle).

Im Abschnitt iiber den Schiefkérper H der (HAMILTONschen) Quaternionen wird
ausgehend von der Frage, was bei der Belegung von Real- und Imaginérteil einer
komplexen Zahl mit komplexen Koeflizienten unter Hinzunahme einer weiteren ima-
gindren Einheit passieren kann, das Fundament von H geschaffen, wobei insbeson-
dere der Imaginérraum $(H) mit entsprechenden Anwendungen im assoziierten R?
(sowohl algebraisch im Hinblick auf das vektorielle Tripelprodukt als auch geome-
trisch bzgl. rdumlicher Rotationen, wobei letztere mit der in diesem Abschnitt rea-
lisierten Konstruktion der speziellen orthogonalen Gruppe SO(3) wiederum in die
(lineare) Algebra fiithren) focussiert wird, aber auch Vergleiche zwischen C einerseits
und H andererseits angestellt werden, was im Vier-Quadrate-Satz kulminiert sowie
im Zuge eines neuen Beweises der Unméglichkeit, den R? zu einem Korper zu ma-
chen, schliefllich die Notwendigkeit der Hinzunahme von zwei weiteren imaginéren
Einheiten erarbeitet wird (wodurch dann zumindest im R* eine Vektormultiplikati-
on definiert werden kann - obgleich diese nicht mehr kommutativ ist).

Wie der Abschnittstitel schon verrdt, behandelt Abschnitt 2.3 vorrangig erlesene
Gustostiickerln zur linearen Algebra, und dies auf zum Teil neue Art und Weise (etwa
in Form der Genese der Eigenwert- und Eigenvektor-Thematik iiber Matrizenmulti-
plikation und -inversion), wobei besonders dieser Abschnitt eine reiche Vielzahl an
Ubungsaufgaben beinhaltet sowie iiberdies im Rahmen doppelt-stochastischer Ma-
trizen bzw. der Transformationsformel fiir Doppelintegrale Querverbindungen zur
Stochastik (die sonst in diesem Buch nicht behandelt wird) bzw. zur Analysis auf-
weist.

Schliefllich ergéinzt der das Algebra-Kapitel abrundende Abschnitt iiber Algebrai-
sche Gleichungen bereits in den beiden Vorgingerbénden vorgenommene Uberlegun-
gen zu algebraischen Gleichungen der Grade 2 bis 4, wobei hier insbesondere der
Diskriminantenbegriff einer detaillierten Analyse unterworfen wird (quasi unter der
Lupe, vgl. Abschnittstitel) und in Form des zweiten Ausblicks ein vollig neuer und
iiberraschender Zusammenhang zwischen kubischen Gleichungen und dem goldenen
Schnitt hergestellt wird.

aber keinen Qualitédtsverlust dar, vielmehr ist es ja gerade die Intention kiirzerer Abschnitte, lediglich
die Neugier auf manche mathematischen Phdnomene zu wecken bzw. bereits in den Vorgédngerbéanden
behandelte Themen nochmals aufzugreifen und entsprechend zu ergéinzen, wobei besonders (aber kei-
neswegs ausschlieflich) fiir den ersten Fall das Literaturverzeichnis ausreichend Anregungen fiir weitere
Vertiefungen bietet.



e Die Hauptakzente des (im Vergleich zu den beiden Vorgéangerbianden kiirzesten)
Geometriekapitels liegen auf der analytischen Behandlung der Kreislinie sowie der
Dreiecksgeometrie, wobei im ersten Fall eine enorme Bandbreite abgedeckt wird, was
ausgehend von Kreisgleichungen und Kreistangenten iiber Polarentheorie und Kreis-
schnitte bis zur Kreisinversion fiihrt, wobei beziiglich letzterer auch auf Schmankerln
wie die Konformitét der Inversion sowie die Lemniskate (als Inversionsbild einer
gleichseitigen Hyperbel) genauer eingangen wird, was bis zum elliptischen Integral
und somit erneut noch vor dem Beginn des eigentlichen Kapitels 4 in die Analy-
sis fithrt. Was die Dreiecksgeometrie betrifft, so wird hier mit besonders exquisiten
kognitiven Delikatessen aufgewartet, was nebst einer Querverbindung zwischen Dif-
ferenzengleichungen und dem Schwerpunkt, orthogonalen Schwerlinienpaaren, dem
Neun- bzw. eigentlich Zehnpunktekreis (auch bzw. eher als FEUERBACH-Kreis be-
kannt) bis hin zu weniger bekannten merkwiirdigen Punkten auch ungewohnliche
Themen wie etwa den Bierdeckelsatz inkludiert und schlielich auch (in einem eige-
nen Abschnitt synthetischen Charakters) der verbliiffende Satz von MORLEY nicht
fehlen darf.

Auch die Ellipse erfiahrt in diesem Band auf 13 Seiten eine sehr differenzierte Be-
trachtungsweise, welche von der nichts an Asthetik verlorenen LA HirEschen Kon-
struktion iiber konstruktive Elemente aus der Darstellenden Geometrie sowie dif-
ferentialgeometrische Aspekte bis zu einem kinematischen Szenario reicht, aus wel-
chem zum Abschluss des Abschnitts gar ein weiterer Kegelschnittstyp entspringt.

Ebenso behandelte Themen (fiir welche aber kein so breiter Raum notwendig war als
fiir den Kreis und die Dreiecksgeometrie, was deren Attraktivitdt und Relevanz aber
in keinster Weise schmiilert) sind eine analytische Behandlung des Ikosaederstumpfs
(der ja u.a. als Fulball in Erscheinung tritt) und der Regelflichen, eine in weiterer
Folge zu duflerst wertvollen Einsichten fithrende Ergédnzung zur HESSEschen
Abstandsformel (was mit nicht-trivialen Pendants des pythagoreischen Lehr-
satzes im Raum einhergeht), kleine (aber feine) Bemerkungen zur Trigonometrie
(Sinus- und Summensatz) sowie in Fortsetzung der ersten beiden Bénde (vor allem
Band 1!) das skalare und vektorielle Produkt und schliefllich Determinanten (was
zu einer neuen, duflerst interessanten Sichtweise und gegenseitigen Wechselwirkung
bereits bekannter Sdtze der elementaren linearen Algebra fiihrt).

e Das mit ziemlich genau drei Achteln des Inhalts umfangreichste Kapitel ist in diesem
Band jenes iiber Analysis, wobei sich hier auch die Bandbreite (selbst im Vergleich
zum Geometriekapitel, da dort ja zwei Abschnitte jeweils der Dreiecksgeometrie bzw.
Trigonometrie gewidmet waren) der Themen am stérksten manifestiert, welche von
elementaren Fragestellungen wie einer Alternative zum klassischen Differentialquo-
tienten in Gestalt der Kreismethode von DESCARTES (die sich als zum Konzept des
Differentialquotienten dquivalent herausstellen wird) bis hin zu differentialgeometri-
schen Themen (vom Kriimmungsbegriff - dem wir uns {iber die Kurvenrektifikation
annéhern - iiber Evoluten (samt deren Eigenschaften) bis hin zu Kurvenscharen und
deren Einhiillenden anhand nicht-trivialer Beispiele) reicht.

Nebst der im Zuge des letzten Absatzes bereits abgedeckten Abschnitte 4.2 bis 4.4
sowie 4.9 sind mit 4.1, 4.5, 4.8, 4.10 und 4.11 noch jene Abschnitte speziell an-
zufithren, welche Methoden der Integralrechnung fiir Flacheninhalts- (4.1, 4.5 und



6 1 EINLEITUNG

4.8) bzw. Volumsberechnungen (4.10 und 4.11) verwenden, wobei im ersten Fall 4.1
fiir sich spricht (in diesem Zusammenhang aber dennoch explizit die damit einherge-
hende unkonventionelle (in diesem Band) erstmalige (formale) Konfrontation mit -
komplexen - Kurvenintegralen und Elementen der Funktionentheorie (welche ja im
Gegensatz zu den Kurvenintegralen auch schon in den beiden Vorgéngerbénden
thematisiert wurde) besonders betont werden soll), 4.5 iiber die Herleitung der
KEPLER-Regel (bzw. erweitert: der SIMPSON-Regel) hinaus auch ein erstes Hin-
einschnuppern in numerische Methoden ermdéglicht und 4.8 auf den ersten Blick gar
nichts mit Integralrechnung zu tun hat. Der Grund dafiir liegt darin, dass in 4.8
der (den Autor dieser Zeilen zuweilen quélende) Frage nachgegangen wird (vgl. den
etwas seltsamen Abschnittstitel), wie die Basis der natiirlichen Exponentialfunktion
iiberhaupt in die Hyperbelfunktionen kommt, wozu Analoga zu den Winkelfunktio-
nen sowie eine fundamentale abbildungsgeometrische Idee verwendet werden, was
dann in weiterer Folge den Einsatz von Methoden der Integralrechnung nétig macht.

Ferner wird in Abschnitt 4.6 die bereits in den beiden Vorgédngerbénden auf mitunter
sehr unterschiedlichen Wegen hergeleitete EULERsche Formel
e =cosx +i-sinx

auf Basis eines ebenso durchgefiihrten Existenzbeweises der EULERschen Zahl e
durch geometrische Analyse des Ausdrucks e in der GAUSsschen Zahlenebene be-
wiesen, wobei in diesem Zusammenhang auch ein im Vergleich zu Band 1 verschiede-
ner Beweis der Potenzreihenentwicklung der (Co)-Sinusfunktion sowie eine Anwen-
dung der EULERschen Formel inkludiert sind, wobei letztere illustriert, dass C nicht
nur algebraisch abgeschlossen ist, sondern in C auch transzendente Gleichungen,
deren Losungsmengen iiber R leer sind, Losungen besitzen (als eine Konsequenz
des Satzes von LIOUVILLE, eine andere ist - wie wir in Band 2 ertrtert haben - der
Fundamentalsatz der Algebra).

Schlieflich wird im kiirzesten Abschnitt 4.7 die Differentiationsregel fiir die natiirli-
che Exponentialfunktion iiber die EULERsche Formel hergeleitet.

Nach dieser Tour d “horizon durch den Inhalt des vorliegenden Buchs darf ich nun dem wer-
ten L 2 ser eine spannende Exkursion in Richtung ” Mittelerde der Mathematik” wiinschen,

welche sich 20000 Normalvektoren unter der (nicht notwendigerweise "nur” zweidimen-
sionalen!) Sphére befindet, wobei nicht erst am Ziel, sondern auch (oder gar vor allem?)
am Weg dorthin gar viele kognitive Kostlichkeiten darauf warten, von Ihnen goutiert zu
werden.

Wien, im April 2015. Robert Resel
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