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3.8.4 Volumsgrößter Drehkegel in einer Kugel . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.8.5 Volumskleinster Drehkegel um eine Kugel . . . . . . . . . . . . . . 58

3.8.6 Maximaler Sehwinkel zum Genuss eines Bildes . . . . . . . . . . . . 60

3.8.7 Drehkegel minimalen Mantelflächeninhalts bei vorgegebenem Volu-
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5.13 Raumkurven und Raumflächen in PDST . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273
5.13.1 Einstieg: Die kleine Lösungsformel als Fläche . . . . . . . . . . . . . 273
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• Eine äußerst interessante und herausfordernde Übung für den werten L
e
ö
ser besteht

nun darin, die erstaunliche Formel

∞∑

k=1

V2k = er
2π − 1

zu beweisen, welche ähnlich der (speziellen) Eulerschen Formel (bzgl. verschiede-
ner Zugänge zu dieser schönen Formel konsultiere man etwa [42], S. 168ff!) eiπ = −1
(welche übrigens in [4] auf Platz 1 der Top Ten der schönsten mathematischen Sätze
gereiht ist, was auf eine Umfrage der renommierten Zeitschrift The Mathematical

Intelligencer aus dem Jahr 1990 zurückgeht) mit 1, e und π die wichtigsten mathe-
matischen Konstanten vereint.

5.6.4 Kegel im R
n und deren Beziehungen zu Sphären

Nachdem wir uns im letzten Abschnitt mit den n-dimensionalen Analoga des Kreises
im R

2 sowie der Kugel im R
3 beschäftigt haben, werden wir nun die höherdimensionalen

Pendants des Drehkegels im R
3 behandeln, wozu wir folgenden Aspekt des Kegels als

Körper verallgemeinern:

Schneidet man einen Drehkegel mit zur Drehachse normalen

Ebenen, so entsteht jeweils ein Kreis, dessen Radius dem Normal-

abstand der Schnittebene von der Kegelspitze direkt proportional ist.

Um diese Eigenschaft zu präzisieren
bzw. quantifizieren, gehen wir von der
linken Abbildung aus, welche einen
halben Achsenschnitt eines Drehke-
gels der Höhe h mit dem Radius r

zeigt. Rotiert umgekehrt das Dreieck
∆MSP um die x-Achse, so gelangt
man vom zweidimensionalen Achsen-
schnitt wieder zum dreidimensionalen
Drehkegel (als Körper) zurück. Letz-
teren kann man sich daher als unend-
liche viele übereinanderliegende

Kreise vorstellen, deren Radien r(z) gemäß der Abbildung von r(0) = r bis r(h) = 0
stetig abnehmen. Quantifiziert wird dies durch die Anwendung des Strahlensatzes auf die
zueinander ähnlichen Dreiecke ∆PzMzS und ∆PMS:

r(z) : (h− z) = r : h ⇒ r(z) =
r

h
· (h− z)

Durch Integration über die Flächeninhalte A(z) = π · r2(z) für 0 ≤ z ≤ h erhalten wir via

V =

∫ h

0

π · r2(z) · dz = π · r2
h2

·
∫ h

0

(z − h)2 · dz = π · r2
h2

· 1
3
· (z − h)3

∣
∣
h

0
=

π

3
· r2 · h
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das Volumen V des Drehkegels, �.

Die Verallgemeinerung auf den R
n für n ≥ 4 liegt nun auf der Hand:

Wir ersetzen die Flächeninhaltsfunktion A des Kreises durch die Volumsfunktion V n−1

der entsprechenden n − 1-dimensionalen Kugel aus dem letzten Abschnitt und werden
dadurch für das n-dimensionale Kegelvolumen Vn auf

Vn =

∫ h

0

π(n−1)/2

n−1
2
· Γ

(
n−1
2

) · rn−1(z) · dz = π(n−1)/2

n−1
2
· Γ

(
n−1
2

) · r
n−1

hn−1
·
∫ h

0

(h− z)n−1 · dz =

=
π(n−1)/2

n− 1

2
· Γ

(
n− 1

2

)

︸ ︷︷ ︸

Γ(n+1
2 )

· r
n−1

hn−1
· (h− z)n

n

∣
∣
∣
∣

0

h
︸ ︷︷ ︸

hn

n

,

also

Vn =
π(n−1)/2

n·Γ(n+1
2 )
· rn−1 · h

bzw.

Vn =
π(n−1)/2

Γ
(
n+1
2

) · rn−1 · h
n
, ergo

✞

✝

☎

✆
Vn = V n−1 · hn

geführt.

In Verallgemeinerung des Optimierungsproblems aus Abschnitt 3.8.4 wollen wir jetzt das
n-dimensionale Pendant behandeln, ergo unter allen einer n-dimensionalen Kugel vom
Radius r einbeschriebenen n-dimensoionalen Kegel jenen mit dem größten Volumen Vn

zu ermitteln, wozu wir mit der selben Abbildung und auch gleichen Nebenbedingung wie
in 3.8.4 ansetzen können, die Hauptbedingung sich jedoch zu f(x, y) = xn−1y ändert.
Dadurch werden wir also auf die Funktion L mit

L(x, y) = xn−1y + λ · (x2 + y2 − 2ry)

geführt, deren nullgesetze partielle Ableitun- gen (wobei x 6= 0 zu beachten ist!)

∂L

∂x
= (n− 1) · xn−2y + 2xλ = 0 ⇒ λ =

(1− n)xn−3y

2

sowie
∂L

∂y
= xn−1 + λ · (2y − 2r) = 0 ⇒ λ =

xn−1

2 · (r − y)
,

also insgesamt (wiederum wegen x 6= 0)

(1− n)y

2
=

x2

2 · (r − y)
bzw. (1− n)ry + (n− 1)y2 = x2 (∗∗)

ergeben.

Beachten wir jetzt noch die Nebenbedingung x2 + y2 − 2ry = 0 (∗),
so ergibt sich durch Einsetzen von (∗∗) in (∗) die Gleichung

ny2 − (n+ 1)ry = 0
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bzw. wegen y 6= 0 das Resultat

y =
(n+ 1)r

n

und durch Einsetzen in (∗) oder (∗∗)

x2 =
2(n+ 1)

n
·r2−(n+ 1)2

n2
·r2 = −n2 − 2n− 1 + 2n2 + 2n

n2
=

n2 − 1

n2
⇒ x =

√
n2 − 1

n
·r,

also

(x0|y0) =
(√

n2 − 1 · r
n

∣
∣
∣
∣

(n+ 1)r

n

)

und somit

Vn =
π(n−1)/2

Γ
(
n+1
2

) ·
(√

n2 − 1 · r
n

)n−1

· (n+ 1)r

n2
=

=
π(n−1)/2

Γ
(
n+1
2

) · (n− 1)(n−1)/2 · (n+ 1)(n+1)/2

nn+1
· rn.

Wegen

V n =
πn/2

Γ
(
n
2
+ 1

) · rn

ergibt sich zunächst

Vn =
π(n−1)/2

Γ
(
n+1
2

) · (n− 1)(n−1)/2 · (n+ 1)(n+1)/2

n(n−1)/2 · n(n+1)/2 · n · Γ
(
n
2
+ 1

)

πn/2
· V n,

wobei wir den relativen Anteil von Vn an V n unter Anwendung der Formel

Γ

(

n+
1

2

)

=
(2n)!

22n · n! ·
√
π (#)

aus dem letzten Abschnitt (in welche wir anstelle von n ”einfach96” n
2
einsetzen) sowie im

Zuge der Grenzwertberechung lim
n→∞

Vn

V n

der Formel von Stirling aus Abschnitt 2.2 wie

folgt vereinfachen:

Vn

V n

=
1√
π · n ·

:=kn
︷ ︸︸ ︷
[(

1− 1

n

)n]1/2

· 1
√

1− 1
n

·
[(

1 +
1

n

)n]1/2

·
√

1 +
1

n
·Γ

(
n
2
+ 1

)

Γ
(
n+1
2

) =

= kn ·
1√
π · n ·

(
n
2

)
!

n!

2n·(n
2 )!
· √π

= kn ·
1

π · n ·
2n ·

[(
n
2

)
!
]2

n!
=

Bilden wir jetzt den Grenzwert für n→∞, so ergibt sich

lim
n→∞

Vn

V n

=
1√
e
· 1 ·

√
e · 1 · lim

n→∞

[

1

π · n ·
2n · π · n ·

(
n
2e

)n

√
2π · n ·

(
n
e

)n

]

, ergo lim
n→∞

Vn

V n

=
1√
2π · n

,

96Weil die rechte Seite von (#) auch für n

2
anstelle von n definiert ist, nachdem ja eben wegen

(#) der Ausdruck
(
n

2

)
! nicht nur für gerade, sondern auch ungerade ganze Zahlen n definiert ist!
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d.h. d.h. der hypervolumsgrößte einer n-dimensionalen Kugel einbeschriebener n-dimensionale

Drehkegel nimmt ca. den
√
2π · nten Bruchteil des Kugelvolumens ein.

Fehlt noch der Nachweis des Maximums, um letztere Aussage auch mathematisch zu fun-

dieren, wozu wir die aufgrund von 3.2 erforderlichen partiellen Ableitungen erster und
zweiter Ordnung bilden ...

fx = (n−1)xn−2y, fy = xn−1, fxx = (n−1)(n−2)xn−3y, fxy = fyx = (n−1)xn−2, fyy = 0,

gx = 2x, gy = 2y − 2r, gxy = gyx = 0, gxx = gyy = 2

... und den in 3.2 erhaltenen Ausdruck an der Stelle (x, y) = (x0, y0) auswerten:

fxx − 2 · fxy ·
gx

gy
+ fyy ·

(
gx

gy

)2

− fy

gy
·
[

gxx − 2 · gxy ·
gx

gy
+ gyy ·

(
gx

gy

)2
]∣
∣
∣
∣
∣
(x,y)=(x0,y0)

=

= (n−1) ·(n−2) · (n
2 − 1)(n−3)/2

nn−3
·rn−3 · n+ 1

n
·r−2 ·(n−1) · (n

2 − 1)(n−2)/2

nn−2
·rn−2 ·

√
n2−1
n

· r
r
n

−(n
2 − 1)(n−1)/2 · rn−1

nn−1
· n
2r
· [2 + 2 · (n2 − 1)] =

= rn−2 · (n− 2) · (n2 − 1)(n−1)/2 − 2 · (n− 1) · (n2 − 1)(n−1)/2 − (n2 − 1)(n−1)/2 · n2
nn−2

=

=
(
r

n

)n−2
·(n2−1)(n−1)/2 ·[n−2−2·(n−1)−n

2] = −
[(

r

n

)n−2
· (n2 − 1)(n−1)/2 · n · (n+ 1)

]

< 0

Also liegt gemäß unseren Überlegungen aus 3.2 an der Stelle (x0|y0) ein Maximum von
f unter der Nebenbedingung (∗) vor, �.

Übungsaufgabe für den werten L
e
ö
ser: Unter Anwendung von Formel (0) aus Ab-

schnitt 2.2 sowie der ebenda hergeleiteten Formel von Stirling zeige man, dass die
Wahrscheinlichkeit pn für gleich viele Kopf- und Adlerwürfe unter 2n Würfen mit einer

fairen Münze für große n ca. das
√
2-fache von lim

n→∞

Vn

V n

beträgt97.

97was wieder einmal in äußerst faszinierender Weise Zeugnis darüber ablegt, welche unerwarteten Zu-
sammenhänge zwischen unterschiedlichen mathematischen Fragestellungen bestehen!
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