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e |UNGLEICHUNG 1(:| Zwischen dem via

4 az + bz 3\
mg(a,b) := \/ -
a +2b quadratischen
a(a,b) == i
ma(a, b) 2 v definierten a.nthmet_lschen Mittel
geometrischen
my(a,b) := Vab harmonischen
2ab
ma(a,0) == 5%

der positiven reellen Zahlen a und b besteht neben der bekannten Ungleichungskette
mh(a'r b) < mg(as b) < ma(aa b) < mq(a'a b)

(welche wir nebst der Einfithrung dieser vier Mittel in B7, S. ... bewiesen haben)
auch die Ungleichung

my(a,b) - my(a,b) > my(a,b) - my(a,b) (+),

welche wir nun beweisen werden:

2
() & 4/ “2”’2. 2ab _atb jd o 0/I@ T < (atb)?

at+b ™ 2

& 8ab(a® + 1) < (a+b)' & 8a®b+ 8ab® < a* + 4a%b + 6% + 4ab® + b?
& 0<a'—4a°h +6a° —4ab® + b & 0<(a—-b)' O

1 1
e |UncLEICHUNG 11:| Fiir z > -1 sowie y > i beweisen wir die Ungleichung

1 1 1
+ >
4r+1 4dy—1"z+y

(*).
Nundenn:

(*) & (z+y)dz+4y) > (4z+1)(dy—1) & 4(r+y)* > 16xy—4r +4y—1
& A+ 8ry+4y > 16y —4r+4y—1 © 4r° —Sry+ 4y > —4r +4y—1
e 422 -2ry+ ) +4(r—y)+120 & 4 z—y) +4r—y)+1>0
& [2(z—-y)+12=0 0

Dabei tritt der Fall der Gleichheit genau dann, wenn

1
Ar—y)+1=0& 2x-2y=-1 & y=r+§
gilt, was sich durch Einsetzen in (*) via

1 1 1 1 1 2

= P=N =
Iz+1 Az +2-1 2r 4 3 Iz+1 I+l I+l

bestitigt.
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e [UNGLEICHUNG 12:| Fiir r € Rt sowie y € R* mit = + y = 2 beweisen wir die

Ungleichung . y
y+1+:r+121 (%)-
Wegen
y=2-x
gilt
(¥) < . +2_I>1 s o +2—r>1
2—-z+1 z+17° 3—r 14z~

& r(1+2)+(2-2)3-12)> (3—-2)(1+1) & T+2+6—5r+1>>342r—1°
& P —62x4320 & 3P -2r+1)>20 & 3(r—1P2>0 0
Dabei tritt der Fall der Gleichheit genau dann, wenn

r—1=0& =1

gilt, was sich durch Einsetzen in (%) via

— 1 e

1.1
141 1+1 2 N

+1
2

bestatigt.

|UNGLEICHUNG 13:| Fiir € R sowie y € R beweisen wir die Ungleichung

' —drP + 3yt > 0 (%)
Nundenn:
(#) & r*—arfy+6r’y? —drd+ oyt + 2t — 622y + 42y > 0

& (r-y)'+ 201 -31%+21%) >0 & (y—2)'+2y—2)(y’ +1y—-222) >0
& (Y-1)'+2y-2)y-2)(y+22) >0 & (y—2)"+2y—2)*(y+21)>0

& (Y- y—-zP+2y+21) 20 & (y—2)* (3’ +2xy+2°) >0

e (Y- +22y+ ¥+ 2720 & (z—y)’l(z+y)’?+2% >0, 0
Dabei tritt der Fall der Gleichheit genau dann, wenn

r—y=0& rz=y=2
gilt, was sich durch Einsetzen in (%) via
2 —424434=0

bestatigt.

|UNGLEICHUNG 14:| Sind @ und b die Kathetenlingen sowie ¢ die Hypotenusenlinge

eines rechtwinkligen Dreiecks, so gilt die Ungleichung
a+b<ev?2 (#),

was wir auf zweierlei Art beweisen:
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— Losungsvariante 1: Wir quadrieren () und verwenden den Lehrsatz des

PYTHAGORAS:
(#) & a’+2ab+0° <2 & A+2ab<2’ & 2ab<?

& 0<A-2b & 0<a®+0—-20b & 0<(a—b)? O
Dabei tritt der Fall der Gleichheit genau dann, wenn

a—b=0s a=b=2z
gilt, was sich durch Einsetzen in (*) unter Verwendung des Lehrsatzes von
PYTHAGORAS via

z4+2=V22+22=2/2
bestitigt.

Losungsvariante 2: Wir verwenden die Parametrisierung a = u® — v?,

b = 2uv und ¢ = u” + v? fiir pythagoreische Tripel, was
(*) & v—v’+2uw < u*V2+*V2 & 0< (\/§ — 1) u2—2uv+(\/§+ l) v?

[Nota bene: \/(\/5— 1) . (\/§+ 1) —V2-1=V1=1 (**)]

& 0< (\/\/5—1-21—\/\/:7“.1»)2, O

Dabei tritt der Fall der Gleichheit genau dann, wenn

\/\/i—l-u—\/\/i+1-v=0@ \/\/§—l-u=\/\/§+1-v

(Man beachte wiederum (#%)!)
& U= (\/§+ l) v
gilt, was sich via
a= [(\/§+1)2—1] 2 = (3+2-\/§—1) ? = (2+2-\/§) 2,
h—2. (\/§+1) - (2+2-\/§) o

(wobei sich dadurch a = b auf andere Weise als in der ersten Losungvariante
zeigt) und

c= [(\/5+1)2+1] 0?2 = (3+‘2-\/§+1)-v2= (4+2-\/§) 02,

durch Einsetzen in (%) mit

(1+4-V3) - 0? = VB- (142:V2) -0?

bestatigt, [.



