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Vor der Berechnung von Ag benétigen wir noch die Kathetenldngen:

« Aufgrund der Kongruenz der Dreiecke AHCG und ABC A ist AM gleich
der doppelten Hohe h auf die Hypotenuse der beiden Dreiecke, welche sich
aus der Gleichung ab = ch (zwei Arten der Flicheninhaltsberechnung!) via
h = %b ergibt.

x H M ergibt sich aus folgender Gleichung:

HM + HG+GL=JN + NE+ EK
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Somit gilt
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und schliellich

Ay = 1?

9
Nun vergleichen wir Z Ay mit p:
k=1
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= 20 4 abc® = 262 + ab® — 2a°b* + a®b
= 200 +a*—cA)=ab(b’+a®>—¢c*) & b2b—a)(b®+a®—c*) =0

Da a = 2b i.A. nicht gelten wird, folgt daraus zwingend b2 + a? — ¢? = 0 bzw.
a’ 4+ b =,
womit der erste Beweis des Lehrsatzes von PYTHAGORAS abgeschlossen ist.

Zum zweiten Beweis betrachten wir in der nachfolgenden Abbildung die zueinander &hn-
lichen rechtwinkligen Dreiecke AABC, ACBD und AABE. Da die Hypotenusenlédngen
der Dreiecke ACBD und AABC zueinander im Verhéltnis a : ¢ stehen, gilt dies auch fiir
deren Kathetenpaare, woraus BD = % und CD = %b folgt. Durch eine analoge Uber-

legung ergeben sich dann die Lingen CE = a?b und AE = % Da LAEC und {BDFE
rechte Winkel sind, handelt es sich beim Viereck ABDFE folglich um ein Trapez, fiir dessen

Flacheninhalt Frp dann einerseits Frp = % . (% + %) . %’ = % gilt. Andererseits

gilt aber auch Frr = Faapo+Facsp+EFaace, ergo Frp = %”+g—i§+% = %-(02—1—@24—172).

Gleichsetzen der rechten Seiten der beiden Darstellungen fiir Frg liefert schlieBlich
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E

b
;_CQ_(C2+G2+b2):

ab
= g ’ (CL2 + b2)>

was zZu

F+a’+ b=

= 2a® + 20?
Dbzw.

A =a®+ b

A B dquivalent ist, woraus

sich die Aussage des Lehrsatzes von PYTHAGORAS ergibt.

C Fiir den dritten Be-
weis wurde in der
linken Abbildung
sowohl iiber der Ka-
thete AC' als auch der

b a Hypotenuse AB des

b rechtwinkligen  Drei-

ecks AABC jeweils

A‘ a ¢ B ein Quadrat ADEC
B ) bzw. AFGB errichtet.

b-a O. B. d. A. nehmen
wir im  Folgenden

a < b (passend zur

Figur) an. Um zu zei-

E s dass a* + b = ¢

b gilt, brauchen wir im
H Wesentlichen nicht
c mehr zu tun, als die
/ Linge der Strecke

D h DH auf zwei Arten

zu berechnen. Wegen
ABHE = LABC so-
wie L BEH = 90° gilt
ABHE ~ AABC,
wobei entsprechende
F c G Streckenléingen zuein-

’ —= ander im Verhéaltnis
= b_T“ stehen. Daraus ergibt sich unmittelbar HE = ¢ - (b — a) und somit

BE
ac
DH=b—12(b—a) (1)|
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Soweit, so gut! Jetzt berechnen wir DH auf eine zweite Art und Weise:

Da AAFD = AABC und ferner {ADF = LADE = 90° (im ersten Fall wegen der
Kongreunz der Dreiecke, im zweiten Fall, weil ADFEC ein Quadrat ist) gilt, liegen die
Punkte F', D und E und somit auch F, D und H kollinear, woraus wegen £ FHG =
ABHE auch AFHG ~ AABC folgt, wobei entsprechende Streckenlédngen zueinander

im Verhiltnis £Z = ¢ stehen. Daraus ergibt sich unmittelbar FFH = %, woraus aus der

AC b
Kollinearitiat der Punkte F'; D und H sofort | DH = % —a (2) | folgt.

Durch Gleichsetzen von (1) und (2) folgt

2

(b—a):%—a & V—ab+at=c—ab & V¥+c=ad 0O

a

b
b

UBUNG fiir den werten L Z ser: | Ergénze in der Abbildung des zweiten Beweises des

Lehrsatzes von PYTHAGORAS das Dreieck AABC durch Ziehen einer Parallele zur Hypo-
tenuse durch C' zu einem Rechteck und verfahre mit diesem Rechteck wie mit dem Trapez
in zweiten Beweis!

.. € ..
LITERATURHINWEIS fiir den werten L 5 Ser Sehr zum empfehlende Biicher zum The-

menkreis ”Lehrsatz des Pythagoras” (inkl. historischer Aspekte) sind besonders [9], [43]
sowie [45]!

2.24 Der Peripheriewinkelsatz

Betrachten wir in der Ebene eine feste Strecke AB, so wollen wir uns die Frage (der
Herausforderung) stellen, wo alle Punkte X liegen (alle Punkte X zu bestimmen), von
denen aus AB unter konstantem Winkel 0° < ¢ < 180° erscheint.

Dazu iibersetzen wir dieses geometrische Problem durch Algebraisierung in die Sprache
der Analytischen Geometrie, indem wir die Endpunkte der Strecke AB via A(0|0) und
B(2a]0) koordinatisieren sowie ausgehend vom Ansatz X (x|y) die Vektoren

A= (5) =00 (5) o= (357) 0 (5)

in die Vektor-Winkel-Formel einsetzen:

T\ T — 2a
y y 2% — 2ax + 1y

() e

Y Y

cos p =

Weitere Umformungen (wobei wir vorlaufig C' := cos ¢ setzen) fithren auf



