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2.1.6 Das Orthogonalititskriterium im R3

Um das Orthogonalitatskriterium auch fiir dreidimensionale Vektoren zu beweisen, muss
zunéchst einmal ausgehend vom (noch zu definierenden!) Betrag eines 3D-Vektors das

skalare Produkt erst einmal definiert werden.

Abhildung 1

g

Zur Berechnung des Betrags des
rp
Vektors O? = Uyp betrachten
zp
wir Abbildung 1, in welcher sich der
zum  Punkt P(zplyp|zp) zugehorige
‘Koordinatenquader‘ befindet. Um P im
3D—Koordinatensystem einzumessen,
hat man demnach sechs verschiedene
Moglichkeiten, sich von O aus entlang
der Quaderkanten in Richtung P zu
bewegen. Von den acht Eckpunkten des
Quaders liegt /liegen einer im Koor-

dinatenursprung, drei auf den Koordinatenachsen und die restlichen vier lauten geméfl

der Beschriftung P, P’, P” und P"”. Dabei nennen wir

e P’ den Grundriss von P (Ansicht von oben),

e P” den Aufriss von P (Ansicht von vorne) und schlieflich

e P den Kreuzriss von P (Ansicht von rechts).

Zur Berechnung des Betrags des Vektors O? stellen wir zunédchst den 2D —Vektor
s
OP' = ( rp ) auf und wenden im Dreieck AOP'P den Lehrsatz des PYTHAGORAS an,

yp
ergo (mit Vektoren angeschrieben):

2

——12 —
‘OP’ n ’P’P

bzw. (mit Koordinaten angeschrieben)

zp’ + yp? + zp’

2

- |op

2

- |op

Daraus ergibt sich nun fiir den Beginn der Analytischen Raumgeometrie
(oder auch Radumliche Koordinatengeometrie) der grundlegende

Trp
I vp || =vp? +yp’ +2p?
zp
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4 Das néchste Analogon zu einem Fach-
begriff aus der 2D —Vektorrechnung ist
nun jener des Skalaren Produkts, wozu
wir Abbildung 2 betrachten:

Py (i lz1) Gilt nun o = 90° (d.h. die Vektoren

s s
OP;, und OP, stehen aufeinander nor-
mal), dann folgt aufgrund des Lehrsat-

zes von PYTHAGORAS

V2 2 v2
v ‘OPl +’OP2 :‘HPQ

9

Abbildung 2
was ausgerechnet zu

Palalyalza)
12 =2z120+22? Y12 —2mya+ye? 212221204202
A\ A\ A\

2

~ ™ ~

% + 912 + 22 +x? + y22 + 29 = (1 — $2)2 + ( — Z/2>2 + (21— 22)

bzw. nach Streichen der links wie rechts vorkommenden rein quadratischen Ausdriicke auf
0= —2mwy — 2y1y2 — 22120
bzw. nach Division durch —2 auf
T1Tg + Y1Y2 + 2122 = 0

fithrt, was Anlass gibt zur

xy T2
‘DEFINITION 1. ‘ Die den Vektoren v_1> = Y1 und v_2> = Yo zugeordnete reelle
Z1 Z2

Zahl ‘1‘1332 + 1y + 2122‘ heifit Skalares Produkt von v und v_2> und wird durch o7 - 172)
abgekiirzt.

Der Anlass fiir Definition 1 zieht nach letzterer auch gleich den zweiten Satz der 3D —Vektor-

rechnung nach sich, der da wére (wobei die Giiltigkeit der Implikationsrichtung < durch
Riickwirtslesen der Gleichungskette vor Definition 1 folgt!) :

SATZ 2 (“OK*“im R3).| Fiir vy und 75 aus R3 gilt: v7 L o5 < of-05 =0
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2.2 Das Vektorielle Produkt zweier Vektoren
2.2.1 Ein Zugang iiber die darstellende Geometrie

Um (zum Beispiel einfache Objekte wie) Dreiecke im R?® ohne mehr oder minder kom-
plizierte Schréagrisse zeichnerisch darzustellen, bedient man sich seit Gaspard MONGE
(1746-1813), dem Urvater der Darstellenden Geometrie schlechthin, der sogenannten Zwei-
tafelprojektion, deren Idee darauf beruht, von einem dreidimensionalen Objekt Grund-
und Aufriss einander zugeordnet zu betrachten, indem man die Aufrissebene durch eine
90°—Drehung um die y—Achse nach hinten in die Grundrissebene klappt, was dann fol-
gende Konfiguration (sogenannte zugeordnete Hauptrisse) zur Folge hat (vgl. Abbildung
31):

A ”

Abbildung 3

Die einem Punkt zugeordneten Hauptrisse (hier:
Grund- und Aufriss) liegen dabei jeweils auf einem
Ordner (vgl. die eingezeichneten Ordner in Abbildung
3!), was man auch als Ordnerbedingung bezeichnet.

Nun rechnet man unter Verwendung von Satz 2 leicht
nach, dass das Dreieck AABC' aus Abbildung 3 in
seiner rédumlichen Lage mit ZCAB einen rechten
Winkel besitzt, was aber weder im Grund-, noch
Y=y im Aufriss zu erkennen ist, da es sich dabei ja um
5 = Projektionen (“Schattenbilder“) des wahren Dreiecks
handelt, welche jeweils eine Dimension einbiiflen.

ARBC:
A2]5]8)
B(4]9]12)
CEBIT |3

Es stellt sich nun die berechtigte Frage, unter welchen
Umstédnden ein “raumlicher rechter Winkel“ auch
im Grund- oder Aufriss wieder als rechter Winkel
erscheint, was nicht schwierig zu beantworten ist, da

wir dazu lediglich von zwei aufeinander normal
T L2

stehenden 3D —Vektoren v_1> = Y1 und v_2> = Yo auszugehen haben, weshalb
21 22

dann wegen Satz 2 automatisch v_f . v_2> =T1T9 +Y1y2 + 2122 = 0 (%) | gelten muss.

Betrachten wir nun an Stelle von v_1> und v_g ihre Grundrisse v_ly = ( gl ) und
1

U_Qy = ( 52 ), so schlieflen diese genau dann ebenfalls einen rechten Winkel ein, wenn
2

U -y =aTe +yye =0 ()

gilt. Damit sowohl (x) als auch (xx) gilt, muss z;2o = 0 gelten, was nur dann sein kann,
wenn entweder z; = 0 oder z; = 0 gilt. Dies bedeutet aber, dass entweder v_1> oder v_2>
parallel zur xy—Ebene (“Grundrissebene*, Abkiirzung: m;) liegt, was uns Anlass gibt zur

‘ DEFINITION 2. ‘ Eine Gerade (bzw. einer ihrer Richtungsvektoren) befindet sich in erster
bzw. zweiter Hauptlage, wenn sie parallel zur Grundrissebene bzw. Aufrissebe-
ne m; bzw. my verlauft.
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Rechnerisch driickt sich die erste bzw. zweite Hauptlage eines Vektors wie soeben iiberlegt
eben gerade dadurch aus, dass seine z— bzw. x—Koordinate Null ist.

Der Anlass fiir Definition 2 zieht nach letzterer den folgenden wichtigen Satz der Raum-
geometrie nach sich:

SATZ 3 (Satz vom rechten Winkel).| Der Grund- bzw. Aufriss eines rechten Winkels im
Raum ist genau dann wieder ein rechter Winkel, wenn zumindest einer der beiden Win-
kelschenkel erste bzw. zweite Hauptlage aufweist.

Der Satz vom rechten Winkel gibt uns jetzt zusammen mit der Kippregel eine Moglichkeit
an die Hand, zu zwei gegebenen 3D-Vektoren einen auf beide normale stehenden Vektor
zu ermitteln:

Dazu gehen wir von einer durch
drei Punkte P, @ und R auf-
gespannten Ebene ¢ auf, was
unmittelbar zwei sogenannte

€
Stellungsvektoren q = Y1
21
Hop)
%
und b = Yo von € ge-

Z2
\/ Abbildung W neriert, welche eine Ebene ¢
aufspannen, von der jeder

beliebige Punkt X (wie bei einer Parameterdarstellung einer Gerade in der Ebene!) un-
ter Verwendung von P, @ und 7 wie folgt beschrieben werden kann: Die vorletzte
Klammerbemerkung legt zusammen mit Abbildung 4 auch schon unsere weitere Vorge-
hensweise offen, die darin besteht, analog zum Begrift Normalvektor einer Gerade in der
2D—Geometrie den Begriff Normalvektor einer Ebene in der 3D —Geometrie einzufiihren,
wozu wir zunéchst die sogenannte Parameterdarstellung einer Ebene behandeln:

Abbildung 4 zeigt, dass man jeden Punkt X der Ebene ¢ erreichen kann, indem man
in P zunéchst den ersten Stellungsvektor @ von e und hernach den zweiten Stellungs-

_>
vektor b von e jeweils geeignet oft (in Abbildung 4: zuerst u mal @ und dann v mal

_>

b, was aber auch in umgekehrter Reihenfolge zu X fiihrt!) anhéngt, was analog zur Pa-
rameterdarstellung einer Gerade in der Ebene zur Parameterdarstellung einer Ebene im
Raum fiihrt (anschauliche Hilfe: v und v sind Koordinaten von X in einem in £ liegenden

ﬁ
(im Allgemeinen) schiefwinkligen Koordinatensystem, wobei @ und b Richtungsvekto-
ren der “Koordinatenachsen“ sind und der Ursprung in P liegt.), die da Inhalt ist von

%
Es sei/en P ein Punkt sowie @ und b Stellungsvektoren einer Ebene &. Dann
besitzt € die Parameterdarstellung (PDST)
e: X=P+u-d+v-b (%

wobei P der sogenannte Auf- oder Startpunkt ist.
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Nun kann man Ebenen im Raum (ebenso wie Geraden in der Ebene!) aber auch pa-
rameterfrei darstellen (Dies gilt - wie wir bald sehen werden - aber nicht fiir Geraden
im Raum!), wozu man die PDST (%) nur links und rechts skalar mit einem Vektor i

multiplizieren muss, welcher sowohl auf @ als auch b normal steht, was dann wegen
—— /_—>M

zur Gleichung
e: WX = W-P baw. e: - (X—=P)=0

fithrt, welche in ihrer zweiten Variante wegen X — P = I-TX2 ja gerade aussagt, dass 77 auf
jeden Stellungsvektor von ¢ normal steht. Als Konsequenz dieser herausragenden
Eigenschaft von 77 nennt man diesen Normalvektor von ¢ und erhilt damit unmittelbar

Es sei P ein Punkt sowie 7/ ein Normalvektor einer Ebene e. Dann besitzt e
die Normalvektorform (NVF)

e WX = W-P.

Nun ist das ja alles schon und gut, doch wie kommt man jetzt zu einem Normalvektor
einer Ebene, wenn diese (z.B. durch drei Punkte, aus denen man miihelos zwei Stellungs-
vektoren errechnet und ferner einen Punkt als Aufpunkt wihlt, womit man bereits eine
Parameterdarstellung zur Verfiigung hat) vorgegeben ist?

Zur Beantwortung dieser Frage erweitern wir zunéchst Definition 2 (erste und zweite
Hauptlage einer Gerade) und wenden hernach Satz 3 (Satz vom rechten Winkel) an:

‘DEFINITION 3.‘ Geraden einer Ebene, welche erste bzw. zweite Hauptlage aufweisen,
werden erste bzw. zweite Hauptgeraden genannt.

Damit liegt nun zusammen mit Satz 3 auf der Hand, wie man sich rasch einen Normal-
vektor 77 einer Ebene ¢ verschafft:

e Man berechnet zunéchst je einen Richtungsvektor einer ersten bzw. zweiten Haupt-
gerade von €.

e Ausgehend von diesen beiden Richtungsvektoren ermittelt man dann unter Anwen-
dung des Satzes vom rechten Winkel und der Kippregel aus der 2D —Vektorrechnung
den Grund- bzw. Aufriss 77’ bzw. 7" von 7.

e Mit einer Portion gesundem Hausverstand folgert man dann schlieSlich aus den Pro-
jektionen 7 und 77" des gesuchten Normalvektors 7 seine Originalkoordinaten im
Raum.

Setzen wir das soeben geschilderte “Dreipunkteprogramm“ nun technisch in die Tat um,
L1 N T2

wobei wir von den Stellungsvektoren qd = U und b = Yo einer Ebene ¢
21 z9
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ausgehen (Da es uns nur um die Bestimmung von K geht, ist der Aufpunkt P ohne
Belang!):

— —
e Finen Richtungsvektor hy; bzw. hy einer ersten bzw. zweiten Hauptgerade von e
erhalten wir unschwer durch die “gewichtete Vektorsumme
— s
(Fachbegriff: Linearkombination) | z; - a — z1- b | bzw. |2y - a — x1- b | ergo:

N x1 o) T129 Tazy T12o — T2z
hi =z - n —Z1 Y2 = Y122 - Yaz1 = Y122 — Y221
21 29 21%9 2129 0
bzw
N X1 To 12 T1T2 0
ho=xzo-| o1 | =21 | v2 | = w20 | —| Tiy2 | = | 2201 — 112
21 22 Xo221 X122 Toz1 — X122

(Der/die Connaisseur/e entdeckt hier bereits zahlreiche Determinanten!)

e Da bei Hauptgeraden nach dem Satz vom rechten Winkel ebenjener erhalten bleibt
(insbesondere zu 7!), drehen wir E} im Grundriss (h;’ = hy!) und hy im Aufriss
(ho" = hy!) um jeweils 90° im hrzeigersinn (Erinnere: Nach Vertauschen der
Koordinaten wechselt man diesfalls das Vorzeichen [unten!) und erhalten

. Y122 — Y221 Y 0
= — (2122 — ®221) sowie W' = —(T129 — T221)
0 T1Y2 — T2lh
e Durch nicht mehr als genaues Hinsehen schlieBt man aus den Darstellungen von 77’

bzw. 7" sofort auf

Y122 — Y221
n = —(x120 — 2221) ,
T1Y2 — L2Y1

und wir sind fertig!

Wie man nun durch Anwendung von Satz 2 (“OK*) leicht nachrechnet [Zur Ubung und

Wiederholung(!) empfohlen!], steht der erhaltene Vektor 77 sowohl auf @ als auch auf b
normal, was aufgrund unserer angestellten Uberlegungen ja so sein muss.

Um die (auf manchen Betrachter vielleicht sehr umstandlich wirkende) Darstellung von
7 nicht stupid auswendig lernen zu miissen, schafft hier einmal mehr eine Mnemotech-
nik Abhilfe, die iiberdies einen Fachbegriff beinhaltet, der uns seit dem Einstieg in die
Vektorrechnung begleitet, und zwar jener der Determinante (welchen wir seitdem immer
mit dem Fldcheninhalt bzw. spéter in der Trigonometrie mit dem Sinus assoziiert haben),
wodurch sich die Darstellung von 7 auch in der Form

Z1 29
W= —det ( o )
Z1 X2

det < 1 T2 )
Y1 Y2
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anschreiben ldsst, was uns gleich Anlass gibt zur

%
‘DEFINITION 4. ‘ Unter dem Vektoriellen Produkt @ x b der Vektoren

det ( U1 Y2 )
21 22

T N T N T T
q = y1 | und b = | yo | versteht man den Vektor aAxb = | —det o
1 % 21 %2
det ( S )
Y1 Y2

dessen Eigenschaften [analytisch/geometrisch (rechter Winkel, Skalarprodukt, Fléchenin-
halt, Orientierung) sowie algebraisch (Rechenregeln!)] wir in folgendem gigantischen Satz
6 zusammentragen: (Eigenschaften des Vektoriellen Produkts).

Fiir alle Vektoren E), b und ¢ des R?® und fiir alle Skalare A, ppund 7 aus R gilt:

. (6.1) 7.(7x?):?.(m7):o

— —
e (6.7) @, b und @ x b sind wie Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten

Hand orientiert.

— —
e (6.8) ‘E) x b ‘ entspricht dem Flécheninhalt des von @ und b aufgespannten

Parallelogramms.

. (6.9) ‘7 x ?)2+ (7 : ?)2 = |2 ‘7
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2.2.2 Ein zweiter Zugang iiber die darstellende Geometrie

Die hinter dem im letzten Abschnitt beschrittenen Weg steckende Idee lédsst sich in zu-
geordneten Hauptrissen auch konstruktiv umsetzen, wie anhand der unteren Abbildung
an einem konkreten Beispiel einer durch drei Punkte A, B und C festgelegten Ebene und
einer Ermittlung eines ihrer Normalvektoren demonstriert wird. Im Folgenden werden wir
tiefer in diese Konstruktion eindringen und daraus zu einer weiteren Herleitung der Ko-

ordinatendarstellung des Vektoriellen Produkts gelangen:
Da nach dem Satz vom

rechten Winkel nur die
ersten bzw. zweiten Haupt-
geraden einer Ebene auch

Konstruktive Ermittlung eines ~ im Grund- bzw. Aufriss auf

Normalvektors der Ebene gpge 07 Grund- bzw.  Aufriss
jedes Normalvektors ortho-

gonal stehen, erfordert dies
zunéchst die Konstruktion
des Grundrisses h| einer
ersten Hauptgerade von e¢.
Dazu machen wir uns die
offenkundige Eigenschaft er-
ster Hauptgeraden zunutze,
derzufolge deren Aufrisse parallel zur y—Achse verlaufen, weshalb wir den Aufriss A} der
ersten Hauptgerade durch B ganz einfach einzeichnen konnen, und zwar gleich inkl. dem
Schnittpunkt Hi von A{ mit garcr. Der Aufriss von hy; durch B geht also auch durch
den Aufriss eines entsprechenden Punkts H; auf gsc, von dem wir somit nur noch den
zugehorigen Grundriss H{' zu ermitteln haben, den wir einfach durch die Ordnerbedingung
erhalten. Dadurch kénnen wir den Grundriss /] der ersten Hauptgerade hy durch B einfach
als Tragergerade von B’ und Hj konstruieren und erhalten dann den Grundriss eines
Normalvektors, indem wir (z.B. - wie in der Abbildung - durch C') eine Normale auf h
einzeichnen. Entsprechend wird verfahren, um den Aufriss Al einer zweiten Hauptgeraden
(in der Abbildung durch C') zu erhalten.

eapc[A(10/2/8), B(22/20/14), C{16/14/26]]

Nun verwenden wir die obig illustrierte und soeben beschriebene Vorgehensweise!, um

I To
%
allgemein bei Vorgabe zweier Stellungsvektoren =1\ n und b = | yo | einer
21 22

Ebene ¢ einen Normalvektor zu ermitteln, wozu wir vom zugehorigen Dreieck AABC' mit
den Eckpunktem A(0|0]0), B(z1|y1]|2z1) und C(za]y2|22) ausgehen und zunéchst mit der
Ermittlung von h} durch B’ beginnen.?

R liegt parallel zur y—Achse, womit H{ (0|y|z1) gilt. Um die fehlende y—Koordinate zu

Man bezeichnet diese Methode (von Hj' zu Hj bzw. von H} zu HY zu gelangen) auch als ” Angittern
eines Punkts”.

2Dass wir A in den Ursprung legen, schrinkt die Allgemeinheit nicht an, da jede nicht durch den
Ursprung gehende Ebene durch Parallelverschiebung ldngs eines Normalvektors in eine derartige Lage
gebracht werden kann, was aber an der Normalenrichtung der Ebene nichts dndert.



2 SCHONE UND/ODER WICHTIGE SATZE DER GEOMETRIE 15

berechnen, stellen wir eine Gleichung von ga»c» auf:

0 0
e R 1 2 = garcr i 2y — Yoz =0
<2 —Y2
I _ _ Y2z " Y221
Hl € gargr = ZQy—ygzl—O = Y= B = Hl 0 el P31
2

Y2z1
22

0) gilt. Um die fehlende

r—Koordinate zu berechnen, stellen wir eine Gleichung von g.¢ auf:

Nun gehen wir zum Grundriss iiber, wo zunéchst Hj (x’

/ I xz y2
AC = Y2 L —T9 =  gJarcr LYk — Ty = 0
0 0
TolsZ T2
H{GgA/C/ = Yo — 2y21:0 = x:—21 = H{(% MO)
Z9 Z9 z2 z2
, Loz — X122
Mit B'H] = — | w221 — 1122 | erhalten wir dann einen Richtungsvektor von A/, welcher
Z9 O

aufgrund des Satzes vom rechten Winkel auf den Grundriss jedes Normalvektors von e
normal steht, ergo:
Y122 — Z1Y2
!/
ne' || — (7129 — T221)

0

Jetzt dasselbe fiir eine zweite Hauptgerade hy durch C'; wozu wir nun vom Grundriss ausge-
hen: R}, liegt parallel zur y—Achse, womit Hj(x5|y|0) gilt. Um die fehlende y—Koordinate
zu berechnen, stellen wir eine Gleichung von g4 g auf:

Y1

—

A/B/ = ( xloyl ) 1 —X = ga'B Y1 T — 1Y = 0
0

Tl
Hy€ gup = g —1y=0 = y= - = Hé<$2
1

Z2Y1
x1

0)
z) gilt. Um die fehlende

z—Koordinate zu berechnen, stellen wir eine Gleichung von g4/~ auf:

Nun gehen wir zum Aufriss iiber, wo zunéchst HY <0 ‘%

0 0
A"B" = | 1 21 = gapr:z1y—y1z2=0
Z1 —
Tol 2 Toz
Hj € garpr = 23; Lz =0 = z:—; L Hé’(() w2 x;—?)
1 1
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0

1 —
Mit C"Hy = — Ytz =2 ohalten wir dann einen Richtungsvektor von hj, wel-
T 21Ty — T122
0
cher aufgrund des Satzes vom rechten Winkel auf den Aufriss jedes Normalvektors von e

normal steht, ergo:

0
|~z —2em)
T1Y2 — Y122
N Y122 — Z21Y2
Zusammen mit dem vorher erhaltenen Resultat n. || — (2122 — ®221) ergibt
0
Y122 — Z1Y2
sich somit via —(2120 — w221) das sogenannte vektorielle Produkt der Vektoren
T1Y2 — Y12
T N )
ad = Y1 und b = Y2 |, was abschliefend zur folgenden fundamentalen De-
<1 22

finition fihrt:

%
’DEFINITION. ‘ Unter dem Vektoriellen Produkt @ x b der Vektoren
L1 T2 Y122 — 21Y2
e —
d=1 y |und b = y2 | versteht man den via @ x b := —(T129 — T221)
21 Z9 T1Y2 — Y122
definierten Vektor bzw. in Determinantenschreibweise:

Z1 %2

T ) 2 -
| x| oy | = —det( ! 2)

21 22

z z
1 i det ( SR )
Y1 Y2
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2.2.3 Ein dritter Zugang iiber Parameterelimination

Ausgehend von der im vorletzten Abschnitt eingefithrten Parameterdarstellung

X Ip I T2
e X=|y |=(w |+tx | |+tu| ] &
z p 21 Z9
L1
einer Ebene & durch den Punkt P(zp|yp|zp) mit den Stellungsvektoren @ = |
21
— 2
und b = | vy | wandeln wir (%) durch schrittweise Elimination der Parameter A und
22

i in eine parameterfreie Form um:

. x=xp+a1-A+29-10
I y=yp+yi-A+y2-p
. z=z2p+21- A+ 2.

Vg I — - II. bzw. V.= z- I — yy- 11 liefert

IV. yx— 2y =wyixp —T1yp + (yll’z - $1y2) y
V. 21y — iz = 21yp — 12p + (2102 — Y122) - 10 '

womit A eliminiert wére. Zwecks Eliminierung von p bilden wir
VL: (y122 — z2192)- IV. + (3109 — 21y2)- V. und erhalten dadurch

VL y1(y12a—2192)(x—2p) =21 (Y122 —2192) (Y=Y pP)y+21 (122 —2192) (Y—yp) —y1 (Y122 —2192) (2—2p) = 0

bzw.

VL yi(y122—2192) (—xp)+H(—21y122 + 21219 + Y121%2 — T12192) (Y—Yp)y+y1 (T1y2—y122) (2—2p) = 0,
—y1(z122—2172)

also nach Division durch y; (was y; # 0 voraussetzt!)® mit

21 22

T T v rr
1 2
£: —det( Al vy | = v =0 (#)
)
T 2 z Zp
det b
Y1 Y2
3Hierbei ist zu beachten, dass wir nur deshalb auf die Forderung g; # 0 gefiihrt wurden, weil wir im
T
ersten Eliminationsschritt den Parameter A eliminiert haben, der mit dem Stellungsvektor q = Y1 )
Z1

zusammenhéngt und iiberdies die y— Zeile I1. zweimal verwendet haben. Hétten wir stattdessen zweimal 1.
bzw. III. verwendet, wiren wir (Es bleibt dem L g ser iiberlassen, dies nachzuweisen!) auf die Bedingung

x1 # 0 bzw. z; # 0 (bzw. - wenn wir im ersten Schritt p eliminert hitten - o # 0, yo # 0 oder z; # 0)
gestoBen und wiren aber ebenso zur folgenden parameterfreien Gleichung von & genannt!
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eine parameterfreie Gleichung von e. Kiirzen wir den ersten ”Faktorvektor” des skalaren
Produkts auf der linken Seite von (#) mit nZ ab, so lisst sich (#) auch in der Form

e:nt - (X—=P)=0 baw. e:7n.-X =n’-P (1) bzw. 5:772-]3():0(2)

schreiben.

(2) kann man aufgrund des Orthogonalitdtskriteriums so interpretieren, dass fiir jeden in

¢ liegenden Punkt X der Vektor 134)(2 auf den Vektor n; normal steht. Da es sich bei FX}
stets um einen Stellungsvektor handelt, ist fiir ns somit die Bezeichnung Normalvektor

von € angebracht, welcher insbesondere auf die Stellungsvektoren @ und b normal steht,
weshalb wir definieren:
_>
‘DEFINITION. ‘ Unter dem Vektoriellen Produkt @ x b der Vektoren
1 L3 N Y122 — Z1Y2

%
= U1 und b = | 2 | versteht man den via X b o= —(T129 — ma21)
21 22 T1Y2 — Y12
definierten Vektor bzw. in Determinantenschreibweise:
21 22
T T2 T o
o B 1
U1 X Y2 = det( o 2 )
21 Z9
det 1 T2
Y1 Y2

Aus (1) ergibt sich der sogenannte

SATZ (Normalvektorsatz): Ist P ein Punkt einer Ebene ¢ mit dem Normalvektor ne,
so gilt fiir jeden Punkt X in e die Gleichung ¢ : 72 - X = nZ - P (?Normalvektorform”).
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2.2.4 Ein vierter Zugang iiber den Schnitt zweier Ebenen

Jetzt iiberlegen wir uns durch eine ganz simple Idee und deren analytische Umsetzung
einen weiteren Weg zum vektoriellen Produkt:

I
Dazu gehen wir von zwei Ebenen £; und &5 mit den Normalvektoren 77{ = Y1
21
o)
und 75 = [ v | aus und konstatieren, dass jeder Richtungsvektor der Schnittgerade s
<2

der beiden Ebenen auch ein Stellungsvektor von jeder der beiden Ebenen ist und somit
sowohl auf TT{ als auch auf 77% normal steht. Dies liefert uns daher eine Methode, um
zu zwei vorgegebenen Vektoren des R? einen dritten Vektor zu ermitteln, der auf beide
Ausgangsvektoren normal steht:

Man interpretiert die beiden Vektoren als Normalvektoren zweier Ebenen, ermittelt zwei
Punkte auf der Schnittgerade s und erhélt dadurch einen Richtungsvektor von s, der
das Gewiinschte leistet. Jene beiden Punkte kénnen wir an und fiir sich beliebig wéhlen,
weshalb wir dazu zwei der drei Spurpunkte von s (Das sind die Schnittpunkte von s mit
den Koordinatenebenen.) verwenden, wozu wir in den beiden Ebenengleichungen

€1: rx+ 1y + 212 =d; und e9: Tox + Yoy + 202 = do

fiir den jeweiligen Spurpunkt die entsprechende Koordinate Null setzen:

Fiir den Spurpunkt S;(z]y|0) gilt demnach

T+ Y1y = dy bzw. )T ) 2 L .
ToT + 1oy = da T2 Y2 Yy do
wofiir wir durch Anwendung der CRAMERschen Regel

[ diya — doyr | dawy — dyao : diys — dayn
(x]y) = und somit S
L1Y2 — Ta2Y1| T1Y2 — T2Y1 L1Y2 — T2l

dozy — dixo

T1Y2 — T2Y1

)

erhalten.

Analog errechnet sich Sy(0|y|z) via

pytaz=d | o (noa) (y)_[d 7
Yoy + 292 = dy Yo 22 Z ds
s, (o

zu
dyzy — dozy

Y122 — Y221

dayr — dlyz)

Yizo —Yaz1)

woraus sich insgesamt

— 1 (doyn — day) - (4122 — Yo21)
102 =

515 | (dizo — doz1) - (2192 — 2y1) + (diwg — doy) - (Y122 — Y221)
($1y2 - 9622/1) ) (@/12’2 - yQZl) (d2y1 _ d1y2) . ($1y2 _ ZUle)
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bzw.
(d2yl - dlyQ) : (ym — y221)
S5 || | e (@i9az = maz + Tayiz — wapez) — da - (Tugpz — Tz + Ty — Tupn) | =
(d2y1 - d1y2) : ($1y2 - Iz%)
(dZ?Jl - dl?JZ) ) (9122 - ym) Y1722 — Y221
= | diyz (w120 — 2221) — doyr - (W120 — 221) | = (dayn — i) - | — (2122 — 2221) |,
(dzyl - d1y2) : ($1y2 - ZEQ?Jl) T1lYs — TaY1
ergo
Y122 — Y221
—
Sng || —(.1‘122 - 1'22’1)

T1Y2 — T2Y1

ergibt, womit wir ein weiteres Mal das vektorielle Produkt erhalten hétten.
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2.2.5 Ein fiinfter Zugang, nochmals iiber den Schnitt zweier Ebenen

In gewisser Weise (bzw. teilweise) als Umkehrung des dritten Zugangs, ermitteln wir die
Schnittgerade der Ebenen (die wir wie schon im zweiten Zugang 0.B.d.A. beide durch den
Ursprung legen)

g1 rx+ 1y +212=0 und e9: Tox + Yoy + 202 =0

dadurch, dass wir eine der beiden Ebenen (Wir wihlen £;.)* in eine® Parameterdarstellung
umwandeln, indem wir der Einfachheit halber zwei der méglichen drei Hauptvektoren als
Stellungsvektoren verwenden ©:

n 0
g1 X=A-| —x1 | +p- 21
0 —Y

Das Schnittobjekt” £, Mey lisst sich jetzt analytisch dadurch beschreiben, dass die Koordi-
natenzeilen der Parameterdarstellung von e; in die parameterfreie Form von &, eingesetz
werden:

e1Mey: Tyt A — Ty A +ipzip —zop =0 = (Tays — 21y2) - A = (Y122 — Y221) - f1 (%)

Daraus ergibt sich fiir A und g die Lésungsmenge

()\ ) —¢. ( Y122 — Y221 )7 teR,

H ToY1 — T1Y2

was eingesetzt in die Normalvektorform von 5 auf die folgende analytische Beschreibung
des Schnittobjekts e; N ey fiihrt:

Y1 (Y122 — y221) Y1z2 — Y221
e1Ney : X =t-| —Tize + T1yeZt + Tothi21 — T1Y221 | bzw. X =ty | —(2120 — 2221)
Y1 (T1y2 — T2y1) T1Y2 — T2l

Dies lésst nun erstmals ohne Verwendung anschaulich ”fundierter” Sachverhalte rein ana-
lytisch erkennen, dass es sich beim Schnittobjekt €1 N ey um eine ebenso (wie 1 und &)
durch den Koordinatenursprung verlaufende Gerade s mit dem Richtungsvektor

_ Y122 — Y221
re = | —(r120 — T221)
T1Y2 — Lol

handelt, was uns ein fiinftes Mal auf das vektorielle Produkt fiihrt.

4Der werte L (.ej ser fithre diese zur Ubung stattdessen mit e durch!
5Man beachte den unbestimmten Artikel!
5Der werte L g ser moge auch andere Kombinationen durchgehen!

"Wir bezeichnen dieses bewusst nicht als Schnittgerade, weil sich bei diesem Zugang nimlich ein
Beweis dafiir ergibt, dass zwei Ebenen einander léngs einer Geraden schneiden, was ja "nur” anschaulich
evident ist (und im vierten Zugang entsprechend verwendet wurde), womit sich nunmehr sozusagen eine
Liicke schlief}t.
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2.2.6 Ein sechster Zugang, erneut iiber den Schnitt zweier Ebenen

Dieser aus vagen Andeutungen bestehende Abschnitt soll den werten L g ser

dazu animieren, in dhnlicher Weise wie im vorherigen Abschnitt vorzugehen:

g1 mr+ 1y +212=0 und e9: Tox + Yoy + 202 =0

U
U1 0 Y2 0
e X=X —ZI e 21 , €21 X =0 —Xy | +T- 22
0 N 0 Y2
J
1. yl)\ — Y0 =0
g1Neg: II. —z A+ 2100+ 290 — 207 =0
T — Yip + 427 =0

IV.:=ay- L +yg- 11, V.:=2-1IL
= VL :=1V.+ V. fithrt auf die Gleichung (%) aus dem letzten Abschnitt.



