Ubungsbeispiele fur die drei
stindige Schularbeit sowie

fur die schriftiche Matura
[8B (gymnasialer Teil), 2013/14]
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Diese Beispiele sollen durch die sowohl fir digstiendige
Schularbeit als auch die schriftliche Maturaevanten
Stoffgebiete fihren, wobei an dieser Stelle mit der
|Analytischen Geometrie der Ebenkein

Kapitel der 5. Klasse exemplarisch noch- it w
mals aufgerollt wird, und zwar an- - - e i
hand vor?Aufgaben, deren LA ey “::.%:. e el
"Bausteine" geradezu : -’
charakteristisch

fur Matura- ‘ |‘; .
beispiele e

sind.
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ACHTUNG! Ein bloRes Auswendiglernen der Beispiele ist sichgff=
keine ausreichende Matura- resp. Schularbeitsvorégung, da du
deine erworbenen Kenntnisse sowohl bei der dreisligen Schul-
arbeit als auch bei der schriftlichen Matura auf Bblemstellungen
anzuwenden hast, die zwar nicht ganzlich neuartdper zum Teil
in der Form wie bei der dreistiindigen Schularbe#sp. der schrift-
lichen Matura gestellt in dieser Aufgabensammlungcht enthalten
sind! Ein eigenstandiges Losen dieser Aufgaben (aif jene, die
wir in diversen Schulibungen gemeinsam bearbeitegrden) ist ei
ne absolute Notwendigkeit fiir ein angemessenes (mprogramm

1) Das Viereck ABCD[A(75/|0), B(0|25). C(=50/0), D(xp|-100)]
ist ein Viereck, dessen Diagonalen aufeinander normal stehen.
a) Wie lautet aufgrund dieser Basisinformation xp? Begriinde!
b) Welche besonderen Vierecke mit aufeinander normal
stehenden Diagonalen hast du im Unterricht kennengelernt?
Nenne wichtige Eigenschaften dieser Vierecke!
¢) Spiegle — wie in der nebenstehenden Abbildung illustriert — den Diago-
nalenschnittpunkt S an den Seiten des Vierecks und verifiziere anhand
des vorliegenden Vierecks den folgenden Satz der Elementargeometrie:
SATZ.  Spiegelt man den Diagonalenschnitipunkt eines Vierecks mit
auifeinander normal stehenden Diagonalen an den Seiten des
Vierecks, so liegen die gespiegelten Punkte auf einem Kreis.
d) Ergédnzt man die rechtwinkligen Dreiecke AADS und ABCS
zu Rechtecken, so schlieBen die durch S gehenden Diagonalen
einen spitzen Winkel t ein (siche Abbildung!). Bestitige am
konkreten Beispiel den allgemeingiiltigen Satz, dass fiir T und

den Winkel 6 = £S,.S,S ,, die Beziehung gilt.

2) In nebenstehender Abbildung schneiden
einander i mac und g in einem Punkt.
Diese Eigenschatft gilt nicht fur alle Drei-
ecke, was folgender Lehrsatz beschreibt:

SATZ. Gilt in einem Dreieck
DABC mit den Seiten-
langenAB =c¢ und
BC=a sowie den
Innenwinkelna =D CAB

und b =DABC die Beziehungcosa =222 , so schneiden einander die Hohedie
Streckensymmetraleagund die Schwerlinie;sn einem Punkt P.
Verifiziere diesen Satz anhand des DreidokBC[A(0|0), B(1200|600), C(112|616)]!




3)

4)

5)

6)

7

8)

Legt man durch drei Punkte der Seiten eines Drsidltkmale, so <
schneiden einander die drei Normalen genau daaméem Punkt,

wenn|AP, XAB + BP, xBC + CR, »CA = 1 >{AB2 +BC + CAZ) )| gilt.
Verifiziere diesen Lehrsatz anhand des konkretexedksDABC mit den Eck-
punkten A(0|0), B(275|0) und C(400|300), und zwiardien Punkt P(180|110)!
Zusatz:

Fur die Streckensymmetralen ist der Satz trivial.
Fur die H6hen nimmt die linke Seite von (*) die
Form bc>cosa +ac>cosh + ab>cosg an. Zeige

dies und beweise den Satz fir diesen Spezialfall!

Bezeichnet Yden Spiegelpunkt des Umkreismittelpunkts U]
eines spitzwinkligen Dreieck3ABC an der Seite ¢, so gilt  ~ P, B

die allgemeingiiltige FormeTU€ = a2 +b? - ¢ +r?, worin (wie Ublich)a=BC, b=AC und
c=AB die Seitenlangen des Dreiecks sowie r den Umlagiss bezeichnen/t.
Verifiziere diese Formel anhand des konkreten &eaDABC[A(-6]-5), B(12|1), C(8|9)]!

Legt man durch den Inkreismittelpunkt eines Dreseck ¢
DABC Parallele zu den Dreieckseiten, so unterteilen ‘
diese das Dreieck in drei Rauten sowie drei Dksiec

Fur die auf den Seiten des Ausgangsdreieck liegyend
Seitenlangeis, | ; undl 3 (siehe Abbildung rechts!)

gilt dann (wobei — wie tiblich-a=BC, b=AC

net) die Summenformdlz | 5+ | ;=

atb+c |
Verifiziere|diese Formgl anhand des konkretepl -~
DreiecksDABC[A(0]0), B(1134/0), C(270|648)f

In jedem Dreieck AABC (mit den iiblichen Be-
schriftungen wie mn |Abbildung 2|) gilt die Formel
H.H = 2r-cos - cosP. Uberpriife dies am kon-
kreten Dreieck AABC[A(0/0), B(168/0), C(48/64)].

Fur den Flacheninhalt F jedes Vierecks gilt
die FormeF =1 ﬁde{A_C',ﬁjl . Bestétige dies

durch Triangulierung fur das konkrete Viereck
ABCD [A(0/0), B(7/1), C(5/6), D(3/7)]!

Ein Sehmenviereck ist ein Viereck, dessen vier Seiten Sehnen eines Kreises sind, woraus folgt, dass es sich dabei
um ein Viereck mit einem Umkreis handelt [was keine Selbstverstindlichkeit ist, wie das Gegenbeispiel aller
Parallelogramme oder nicht gleichschenkliger Trapeze (Wie ist dies bei Deltoiden? Begriinde!) zeigt!].

Verifiziere diese Formel fiir das Sehnenviereck ABCD[A(1|3), B(12]6), C(13|11), D(6/18)].
Zeige zuniichst, dass die Punkte A, B, C und D iiberhaupt auf einem Kreis liegen!



9) .. und noch ein wunderschéner Lehrsatz aus der ebenen Elementargeometrie, alsdann:
Satz. Bezeichnet F den Fldcheninhalt eines Dreiecks AABC mit den In-
nenwinkeln o, B und y sowie F" den Fldcheninhalt seines Hohenful3-
punktdreiecks, so gilt die Gleichung F* = 2-cosa- cosp- cosy- F|.
Verifiziere diesen Lehrsatz anhand des Dreiecks AABC[A(0|0), B(140|0), €(120]60)]!

Die Aufgaben 10) bis 15) entsprechen den folgersgéehs aufgelisteten Ubungs-
aufgaben "W6" bis "W11" aus dem Forderkurs eingrhéren” finften Klasse:

10) we)

IE]NE WEITERE UBUNGSAUFGABE (aus dem Balkan!) FiURr DIE sD(Rg). 2006/07

In nebenstehender Figur ist ein allgemeingiiltiger Lehrsatz illustriert,
demzufolge der Schnittpunkt D der Tangente t, an den Umkreis ki
eines Dreiecks AABC mit der Gerade gg. der Schnittpunkt E der
Streckensymmetrale myg mit der Normalen ng auf gge durch B
sowie der Schuittpunkt F der Streckensymunetrale mac mit der
Normalen n¢ auf gge durch C stets kollineare Lage aufiweisen.

Verifiziere diesen Lehrsatz anhand des Dreiecks
AABC[A(-551-7), B(53[43). c414D)]!

[Lsg: U(5-7). D(=55/713). E(~101-52). F(-15[33)]

e, |
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1 1) W7T) Quelle der nachsten Aufgabe .{
(deren Textbox — etwas ver- A ‘{‘ :
lerampft — von Mr. King 0G.BRG-BORG
"doppelt bewacht” wird!): -———

Du sollst diesen fiir den Vor-
mittagsunterricht zweifels-
ohne zu anspruchsvollen Be-

o T i 38. Osterreichische Mathematische Olympiade 2007

eine Verifikation anhand des
folgenden Dreiecks AABC
ersetzen: AABC[A(-2-6). B(T3). C(5/1)]

12) W8) Siehe die von Alen (ahnlich motiviert wie damals |Eu1'swett11ewerb fiir Portgesclu‘irtenel

beim "Teambuilding"!) "bewachte" Textbox!

Beweise: In jedem Dreieck AABC mit den Seitenldngen a = BC.b=AC

II

1d ¢ = AB., dem Umkreisradius r sowie dem Hohenschnittpunkt

.

gilt die Formel |[HA™ +a’ =HB™ +b’ :ﬁz +6? =4’

g )

ANALYTISCHE GEOMETRIE DER EBENE [5A(G), 2001/02]

Satz von Wallace (vel. nebenstende Abbildimg!):
Fillt man durch einen Punkr P des Umkreises
eines Dreiecks AABC Nowinale auf die Triiger-
geraden der Dreleckseiten, so liegen die drei dabe:
entstehenden Fufipunkte F,. F;, und F_ kollinear.
also auf emer Gerade w ("WALLACE-Gerade").

Bestiitige diesen Satz anhand des Dreiecks
AABC[A[-19/-24)., B(26/-9), C(16]11)] fiir den
Punkt P(—19 vu). wobei P nicht mit A susammenfillr!
Lsg.: U(1]-9). =25 = w=6. F,(11]21),

Fo(—4-9) Fo(—10[-21), w: 25—y =1
ZUSATZ (freiwillig als nicht nummerierte HU!):

Verifiziere ebenso am vorliegenden Dreieck AABC,
dass die Verbindungsstrecke von P mit dem Hohen-
schnirtpunks H des Dreiecks durch die w halbiert wird.

Lsg: HQ1H4). g mw = {Q)= Q1) Q= My,




13) "wor
W
— 1) Injedem Dreieck AABC mit den Hohenﬁthunkten H Hy und I—I sowie dem
Schwerpunkt S gilt die Formel SH, +SH, +SH_ =1 lAH +CH, + BH

14) 117\111(1' Bestitige diese Formel anhand des Dreiecks AABC [A(O\O)_ B(90[0), C(30/60)]!

— 2) Alternative Konstruktion des Umkreismittelpunkts eines Dreiecks”:

Man wiihle einen Eckpunkt (z.B. A). betrachte die durch ihn gehenden
Seiten (z.B. AB und AC) und lege in den anderen Endpunkten (z.B.

B und C) die Normalen auf diese Seiten, der Schnittpunkt heif3e D.
Dann ist der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke von D mit dem
gewiihlten Eckpunkt der Umkreismittelpunkt des Dreiecks AABC.

Verifiziere diesen Satz anhand des Dreiecks AABC[A(-7|-3). B(13]1). C(5/15)].

Tipp zum Uben: Daes Varianten gibt, diesen Sarz anhand des gegebenen
Dreiecks zu verifizieren, solltest du eine der beiden im Forder-
kurs nicht durchgerechneten Varianten (wenn die Zeit dazu ist!)
15) wir" im Forderkurs alleine rechnen und die andere véllig selbstindig daheim!

L
— 3) Injedem spitzwinkligen Dreieck AABC mit dem Hohensclnurtpunkt H. dem HoéhenfuBpunkt H..
dem Umbkreisradius r sowie den Seitenldngen a = BC, b=AC und ¢ = AB gilt die Gleichung

- o)
2abc”

‘1. Verifiziere dies anhand des Dreiecks AABC[A(0[0). B(126/0). C(96/72)]!

I nebenstehiender Abbilduny sind Sy und S, die
Lotfufjpunkte des Dretecksschwerpunkts S
auf die Dretecksetten AC und AB, Fiir

die etngezetchneten Winkel© und\y
gili dann stets die Bezichung |

©AY=90°. Lrifiziere divs arihand des : :
Dretecks AABCLQ/0) B#5/45) ((30/60))!

17) Entnommen aug®™™"*“ 3. Schularbeit (zweistiindig, A) " *"

“Lifst sich der Flicheninhalt F' eines Dreiecks AABC mit den Sei-
tenlingen a = BC', b = AC sowie dem Winkel L ACB = ~ durch
die Formel F' = i ~a-(a—2b-cosy) berechnen, so schliefit die
Hoéhe h, mit der Schwerlinie s, einen halben rechten Winkel ein.*
o Verifiziere diesen Lehrsatz am konkreten Beispiel des Dreiecks AABC[A(0(0). B(13]0), C'(7]4)]:
— Berechne die Seitenldngen a und b (@ moglichst vereinfachen)!
— Ermittle den Cosinus von = (moglichst einfacher Wurzelausdruck
im Nenner reicht!)!
— Bestimme F moglichst einfach (Beachte die Lage des Dreiecks im
Koordinatensystem.) und vergleiche das Ergebnis mit der Formel!
— Berechne den Cosinus von ¢ = £(h,, s,). Welcher Wert
sollte (und wird dir ja wohl auch) herauskommen?
e Welches besondere Dreieck ist AAH, Mpe (ohne Rechnung begriinden!)?



18) Ebenso entnommen al§:**“ 3. Schularbeit (zweistiindig, A) *" " *"

“Bezeichnen (wie tiblich!) a = BC, b= AC und ¢ = AB die

Seitenlangen eines Dreiecks AABC mit der Winkelsymmetrale

we des Winkels KCAB = « sowie p, das Produkt der Normalab-

stinde von B und C zu w,, so gilt die Formel p, = w

Verifiziere diesen Lehrsatz am konkreten Beispiel des Dreiecks AABC[A(0[0), B(21]0), C'(5[12)]:

e Berechne die Seitenldngen a, b und ¢!
e Stelle eine Gleichung von w, auf!
e Berechne die beiden genannten Normalabstande!

e Bilde das Produkt dieser Normalabsténde (Kiir-
zen!) und vergleiche das Ergebnis mit der Formel.
19) Detto (Nachtragstermin!):
“Lifst sich der Flicheninhalt F' eines Dreiecks AABC
mit den Seitenlingen b= AC und ¢ = AB durch
die Formel F' = ”21“2 berechnen, so schliefit die Héhe h,
mit der Schwerlinie s, einen halben rechten Winkel ein.*

e Verifiziere diesen Lehrsatz am konkreten Beispiel des Dreiecks AABC[A(0]0), B(5(0), C'(1]12)]:
— Berechne die Seitenldangen b und ¢!
— Bestimme F moglichst einfach (Beachte die Lage des Dreiecks im
Koordinatensystem.) und vergleiche das Ergebnis mit der Formel!
— Berechne den Cosinus von ¢ = £(h,, s,). Welcher Wert
sollte (und wird dir ja wohl auch) herauskommen?
e Welches besondere Dreieck ist AAH, Mpe (ohne Rechnung begriinden!)?
20) Aussi (Nachtragstermin!):
“Bezeichnen (wie iiblich!) a = BC', b= AC und ¢ = AB die
Seitenlingen eines Dreiecks AABC mit der Winkelsymmetrale
w,, des Winkels LACB = v sowie p, das Produkt der Normalab-

” . - b(l—cosy) «
stande von A und B zu w,, so gilt die Formel p, = Sy

Verifiziere diesen Lehrsatz am konkreten Beispiel des Dreiecks AABC [A(0[0), B(21]|0), C(6]8)):

e Berechne die Seitenldngen a und b!

e Berechne den Cosinus von !

o Stelle eine Gleichung von w., auf!

e Berechne die beiden genannten Normalabstéinde!

e Bilde das Produkt dieser Normalabstande (Kiir-
zen!) und vergleiche das Ergebnis mit der Formel.

21) Verifiziere folgenden elementargeometrisci8atzanhand des Dreiecks
DABC[A(-35|-55), B(65]5), C(-5|65)Werden in einem Dreieck durch
einen HohenfuRpunkt Normale auf die verbleiberdi@men und Seiten
des Dreiecks gelegt, so liegen die vier entstehendeaen Ful3punkte kollinear.

Losungen zu Aufgabe 21: Drei Varianten moglich: Biste Variante mit }37/29)
Liefert die vier LotfuBpunkte {{55/-1), W(33/13), 14(22/20) und Y(-11/41).
Bleibt noch zu zeigen, dass,W,, Usund U, auf einer Gerade liegen. Die
zweite Variante mit k(-15/25) liefert die vier Lotfu3punkte Y15/-25),

V,(13/1), V5(10/40) und \{(9/53). Bleibt noch zu zeigen, dasg V>,

Vsund V;, auf einer Gerade liegen. Die dritte Variante mi4a/-10)

liefert die vier LotfuBpunkte W58/11), W;(45/10), W4(19/8) und

W,(-20/5). Bleibt noch zu zeigen, dasg,WV,, Wzund W, auf

einer Gerade liegen. Zeige dies auf zwei verschiedeten!




22)

23)

24)

25)

26)

Es gilt folgendeSatzaus der Elementargeometrie:

Die Streckensymmetralesgeines Dreieck€ABC schneide die Geradgggim Punkt M,
die Streckensymmetraleygnschneide die Geradeg im Punkt N. Ist U der Umkreis-
mittelpunkt des Dreieck@\BC, dann liegen die Punkte A, B, M, N und U &ndra Kreis.
Bestatige die Gultigkeit dieses Satzes anhand deiedxsDABC[A(-39|0), B(9]16), C(—15|40)].

In jedem DreiecPABC mit den Hohenful3punktenaHHsund Hund dem
Umkreismittelpunkt U gilt folgendeBatzaus der Elementargeometrie:
Die Geraden GHLH. und g steheraufeinander normal.
gu. . und gpy
gu,m, nd gors
Zeige die Gultigkeit dieses Satzes anhand des Ex&IBABC[A(3]2), B(63|32), C(23|62)]!

Vorgegeben sind die DreiecRABC[A(1]2), B(5]|0), C(4|4)] und

DA'B'C’[A"(7|14), B'(7|0), C'(14]14)].

a) Zeige, dass die Gerademggee und gc’einander in einem Punkt schneiden
(Voraussetzung des Satzes Va#BBRGUES.

b) Zeige, dass die Schnittpunkte der Gerademgd gve, ggcund gc’
sowie gic und gvc kollinear liegen (Aussage des Satzes V&sARGUES.

Vorgegeben sind die Punkte A(2|0), B(3|3),/@(3>(8]8), E(4]0)
und F(2|2), welche ein Giberschlagenes Sechseckeiam

a) Zeige, dass die Eckpunkte dieses Sechseckshbelrd auf
zwei Geraden liegen (Voraussetzung des SatzesAgznB).

b) Zeige, dass die Schnittpunkte der Gerademgd @&, gecund gF
sowie gound g\ kollinear liegen (Aussage des Satzes vasdAL).

Ayt Satz. Giltin einem Dre|ecIDABC (mit den ublichen Be-
schriftungen wie rechts) die

u-'ﬁ Gleichunga2+c2=5b2 dann
- stehen die Schwerlinien
| s und g aufeinander normal.
\ Verifiziere dies anhand
W \ % der Aufgabe 2 aus dem
e Mac  unteren Schularbeitstext!
— ﬂ | . .
Sy — - -.#.:—.. -
) ! Sb
T ) I'- .-h'w_%
s -.
u - -
hlapg 0

S 05, 200N

pheeEREL 4, Schularbeit (Gruppe A)

L. e Grunclfliiche elnes 1J||:||||-r> (= 24em, = 20cim ) welst elien
Uinfane von 28com aufl, Berechne die Liinge o und die Breite b die
=i Clnpders (ordentliche Skisze mit vollstiandiger Beschriftong! )!

2. Berechne die Koovdinaten des Schwerpunkts 5 des
Diroieckes A ARCTA(12|21), B{28|8), {2[10]] und
Foelge, dass s, und s aufelosaucder oor ol stehen!




27)  In nebenstehender Abbildung
sind Strecken in gleicher Farbe
zueinander parallel. Rechne am
konkreten Beispiel des Dreiecks
DABC[A(-34|-36), B(32|6), C(8|34)]
nach, dass einander die drei zu
den Umkreisradien parallelen
Geraden in einem gemeinsamen
Punkt P ("@NTOR-Punkt") schneiden.

28) Vorgegeben ist das Dreieck AABC[A(-2]-4), B(22/8), C(6/20)].
a) Berechne die Koordinaten von H, H,, H;, und H..
b) Berechne die Koordinaten von U, Mg, Mg und M.

¢) Berechne die Koordinaten des Umkreismittelpunkts F des "Mittendreiecks” AMagMpcMac, den
Mittelpunkt des sogenannten FEUERBACH-Kreises kr. Verifiziere, dass F=Y2'(H+U) gilt!

d) Weise am konkreten Beispiel folgenden "Klassiker" der Elementargeometrie nach: Neben Mys,
Mpc und Myc liegen auf kr ferner auch noch H,, H, und H, sowie die Mittelpunkte der Strecken
AH, BH und CH (weshalb kr manchmal auch als "Neunpunktekreis" bezeichnet wird).

29) In jedem Dreieck AABC mit den Hohenfupunkten H,, H, und H. sowie den
Seitenhalbierungspunkten Mg, Msc und Mzc gelten die Gleichungsketten HM, =H M, =1-AC.
HM,_=HM,_=%+AB und HM,__ =HM,_ =+-BC. Verifiziere dies am konkreten Beispiel des
Dreiecks AABC[A(3]|7), B(83|47), C(73|77)]!

30) Ein elementargeometrischer Sarz (Satz von PASCAL ) besagt: Legi man in jedem Eckpunki eines
Dreiecks AABC die Tangente an den Umbkreis und schneidet sie mit der Trégergerade der
gegeniiberliegenden Dreieckseite, so liegen die drei entstehenden Schnitipunkte Fkollinear
(PascaLsche Gerade). Zeige die Giiltigkeit dieses Satzes am Beispiel des Dreiecks AABC[A(-9/-5),
B(5]-5), C(12[16)]!

31) | Verifiziere folgenden elementargeometrischen Safz anhand des Dreiecks AABC[A(2/-2). B(17[7),
C(6|14)]: Spiegelt man den Hohenschnitipunkt eines Dreiecks an den Dreieckseiten, so liegen die
gespiegelten Punkte auf dem Umbkreis des Dreiecks.

32) Verifiziere folgenden elementargeometrischen Sazz anhand des Dreiecks AABC[A(—4|-5), B(11]-2),
C(7|6)]: Der Abstand des Umikreismittelpunits eines Dreiecks von einer Dreieckseite ist halb so grofs
als der Abstand des Hohenschnittpunkts von dem dieser Seite gegeniiberliegenden Eckpunkt.

33) Gegeben ist das Dreieck AACD[A(—40[-19), C(5/-28), D(8[-13)].
a) Zeige, dass der Punkt F(-19|8) auf dem Umkreis k dieses Dreiecks liegt.
b) Berechne die fehlenden Koordinaten der auf k liegenden Punkte B(—4|yz<0) und E(—4|yg>0).

c¢) Verifiziere anhand des Sechsecks ABCDEF folgenden elementargeometrischen Sazz (Satz von
PASCAL): Fiir jedes einem Kreis® einbeschriebenen Sechseck liegen die Schnittpunkte der
Tragergeraden gegeniiberliegender Sechseckseiten (also AB und DE, BC und EF sowie CD und
AF) kollinear (Pascar-Gerade).



34) SatZ Das Produkt der Langen zweier Dreieckseiten ist gleich dem Produkt aus dem
Umkreisdurchmesser und der Hohe auf die dritte Seite.

Kontrolliere die Glltigkeit dieses Satzes arthdes DreieckBABC[A(-8|-6), B(16|2), C(10|12)]!
Die Berechnung von HohenfuBpunkten karifysentfallen, die Verwendung

der Hsseschen Abstandsformel bzw. der Vergleich zwischemehtarer und

vektorieller (det!!) Flacheninhaltsfornist nicht zuletzt als Ubung zu empfehlen!

=
\-_\ﬁ\n
B
35) E Klasse: 5B(Rg) 20. 3. 2012
nthommen aus: . . oo .
2. Schularbeit (einstiindig)
Gegeben ist das Dreieck AABC[A(—60| — 45), B(75|0), C'(45[60)].
(a) Zeige, dass der Punkt P(10|25) auf der Strecke AC' liegt und die Ei-
genschaft ‘C"P : PA =tan (r‘ (siehe linke obere Abbildung!) erfiillt.
(b) Unter der Voraussetzung, dass P ein Punkt auf
AC mit obiger Eigenschaft ist, gilt stets folgender
Ist H,. der HohenfuBpunkt der Seite AB.
so misst der Winkel £CH,.P stets exakt 45°.
Verifiziere diesen Satz ohne Einsatz des Taschenrechners und ver-
wende dabei fur den zum Erhalt von H. notwendigen Schnitt zwei-
er Geraden sowohl die Normalvektor- als auch die Parameterform!
Klasse: 5B(Rg) 20. 3. 2012

36) Ebenso entnommen #us

2. Schularbeit (einstiindig)
Uberpriife anhand des konkreten Dreiecks AABC[A(0[0). B(123]0), €'(9]40)]

ausgchend von der rechten oberen Abbildung die Giiltigkeit des folgenden
SaTzES. | Der eingezeichnete Normalabstand d betrigt d = & - |b — ¢/ - sin 2.

Zeichne in die Abbildung auf diesem Angabeblatt ein, wie du sin § berechnest!

Klasse: 8D(Rg)

37) Aus: ’ 3. Schularbeit (dreistiindig) 18. 03. 2010

Mathematischer Querschnitt

Bezeichnet D im Dreieck AABC mit « = £LCAB, a = BC, 10P
b= AC sowie c = AB den Schnittpunkt der Winkelsymmetrale wq

mit der Dreieckseite BC, so gilt die Formel AD = bef b+c+a)(b+c o)

Verifiziere diesen Lehrsatz am konkreten Beispiel des D1(=10(1\\ VoW {B( [A(66]0), B(96]72), C(0|0)].
Verwende keine Dezimalzahlen, sondern Wurzelausdriicke,

welche durch partielles Wurzelziehen zu vereinfachen sind.




38) c

In obiger Figur bezeichnet w; die Winkelsymmetrale von hy, und ¢, we die Winkelsymmetrale
von h. und b. Dann gilt stets wy L wo.

(a) Verifiziere dies am Dreieck AABC[A(0]0), B(105/0), C(80]60)] und berechne auch die
Koordinaten von P (siche Figur!).

(b) Beweise den Satz mittels “Winkeljagd *!

39)

In obiger Figur ist ein Dreieck APeMpe Py, abgebildet, das sich wie in der Figur illustriert aus
dem Dreieck AABC ableitet. Fiir den Flicheninhalt p des Dreiecks AP Mpe Py gilt dann die
Formel i = ”—;-sin a-sin [3-sin . Verifiziere dies fiir das Dreieck AABC[A(0]0), B(18|6), C'(4]8)]!
40)  In jedem DreiecPABC mit den Seitenlangea=BC, b=AC undc=AB, dem
Flacheninhalt Fdem Hohenschnittpunkt H und den HohenfuBpunktemiiund H gilt
(2 +07- )’ - b2 + K[ @ + b7 +?)
32F '

H_H *HA =|H,H>XHB =H_HxHC =

Verifiziere diesen Satz fiir die HShepund hj anhand
des Dreieck®ABC[A(-4|-4), B(16]6), C(3|17)]!

Zur Lésung: H(7/9)
H, (11.H @0[3),
H,H*HB =2x/10 8x/10=60
HHXHC =3x/5 #x/5 =60,
F=175
a2=290, b2=490, c2=500
RS: 28B00700/(32175175)=35754/175=575 4/25=53 4=60

41) In jedem Dreieck gilt folgender
[SaTz|Der Normalabstand d des HéhenfuBpunkts H.
von der Trdgergerade gac der Seite AC |&Bt sich
(wobei - wie (blich! = AC=b sowie <CAB=u

gilt!) durch die Formel |d = =229 | parechnen.

Kontrolliere diesen Satz durc-h Anwendung der Hesseschen Ab-
standsformel flr das Dreieck AABC[A(-10|-9), B(6]-1), C(-1|3)]!

Hinweis: Die Formeln sin(2a)=2sino(cosct sowie sin‘a+cos*a =1
kénnten neben der "VW-Formel" durchaus hilfreich sein ... @



42)

43)

44)

45)

46)

47)

Erfullen die Seitenlangem=BC, b=AC undc=AB

die Gleichung 5&-6ac+5é=51, dann ist der Umkreismittel-

punkt U des Dreiecks wie in nebenstehender Abbgdlins- y
triert der Mittelpunkt der Seite DE jenes Rech&AKCDE, des-

sen BreiteAE =CD exakt2 der Ldnge =  betragt.

Verifiziere diesen Satz anhand des Drei- c
ecksDABCIA(0]0), B(14]0), C(32]24)]!

Erfullen die Seitenlangea=BC, b=AC undc=AB

die Gleichung 5a-6ac+56=5t¢, dann ist der Umkreismittel- X g
punkt U des Dreiecks wie in nebenstehender Abhgdlus-
triert der Mittelpunkt der Seite DE jenes Rech&AKCDE, des- D

sen BreiteAE = CD exakt? der Lange =  betragt.

Verifiziere diesen Satz anhand des Drei-
ecksDABCJ[A(0]0), B(112|0), C(40]96)]!

In jedem DreiecABC mit den Seitenlangen a=BC, b=AC un
c=AB, den zugehérigen Hoheg h, und k sowie dem
Ho6henschnittpunkt gelten die folgenden Identitaten

2 AH h, = P+*—e, 2BH hy, = &+, 2 CH h, = &+b*—¢ /\E/

Uberprife dies fiir das konkrete DreiddXkBC[A(—7/-4), B(8/1), C(4/7)]!

In jedem DreiecABC mit dem Flacheninhalt F, den Seitenmittelpunkiésc,

Mac und Mag sowie der Schwerlinie s durch A undd/ilt die folgende Satzgruppe:
Satz 1. Die Normalabstéande d{®s) und d(Mg,s) sind gleich grol3 ("d").

Satz 2. FUr den in Satz 1 definierten gemeinsamen

F

2%AM .. [
Uberpriife diese Satzgruppe fir das konkrete DkddABC[A(0/0), B(70/10), C(50/80)]!

Normalabstand d gilt die Formeél=

Im DreieckDABCJ[A(0]0), B(40|0), C(5]12)] — Skizze! —
gelten die folgenden Bezeichnungen:
d; bezeichnet den Normalabstand vajizd w.
d; bezeichnet den Normalabstand vorpsMu w.
Sonst gelten die Ublichen BeschriftunganSeitenlangen und Innenwinkel!
Bestatige am vorliegenden Dreieck die Ferdy >d, = 1 xbc>sin® & xcosa

(Wurzelausdriicke und Briiche verwendeneMéachen, Kirzen!).

Entnommen ausilausurarbeit aus Mathematik

8D, Realgymnasium, Herbsttermin 2009/10, Priifer: Dr. Robert Resel

Verwendete Hilfsmittel: Taschenrechner (TI-30) und Formelsammlung (Kraft/Biirger/Unfried/Gotz)

Im DreieckDABC bezeichnejdas Produkt der Normalabstande der Eckpunkte B
und C zur Winkelsymmetrale,wentsprechendy alas Produkt der Normalabstande
der Eckpunkte A und C zur Winkelsymmetraleimd schlie3lich pdas Produkt der
Normalabstande der Eckpunkte A und B zur Winkelstrale w; Ist ferner u bzw.

F der Umfang bzw. der Flacheninhalt des Dreiecksgi#t 3%/p, 0, P, = F.
Verifiziere diesen Lehrsatanhand des DreieclBABC[A(0]0), B(21]0), C(6]8)]!

@



Bestatige am Beispiel des Dreiecks AABC[A(Q]|0), B(51|0),
C(16]12)] den folgenden elementargeometrischen

[SatZ. Ist D bzw. E der LotfuBpunkt von auf die Innenwin-
kelsymmetrale w; bzw. w, eines Dreiecks AABC, dann
liegen die Geraden gap und gpe Zueinander parallel.

Mit den in nebenstehender Figur beschrifteten
GroBen gilt fur jedes Dreieck AABC mit der Ab-
kiirzung s = di + d> juntenstehende Gleichung|.
Kontrolliere dies fur das Dreieck

AABC[A(0]0), B(150]0), C(7|24)]!

2 . 2 . 2
S =(asm%) +besin” a

AABC sei ein Dreieck mit den Seitenldngen a=BC, b=AC und

¢ = AB, dem Héhenschnittpunkt H sowie dem Umkreismittelpunkt
U. Bezeichnet ubzw. 1" bzw. u” den Flacheninhalt des Dreiecks
AABC bzw. AABH bzw. AABU, dann gilt die Formel u" + 2 u” = 4.
Verifiziere diese Formel flr AABC[A(-5|-4), B(13|2), C(9]10)]!

Gegeben sei ein Dreieck mit einer beliebigen Geraden ¢ durch dessen Schwerpunkt.
Liegen zwei Eckpunkte des Dreiecks auf der gleichen Seite von g, so ist die Summe
threr Abstéinde von g gleich demn Abstand des dritten Eckpunktes von g.

Verifiziere diesen allgemeinglltigen Satz an-
hand des Dreiecks AABC[A(11]|-37), B(56|-7),
C(41]68)], wobei g durch D(27]-4) verlauft.

a) Zeige, dass das Viereck ABCD[A(—4/6), B(11/-3), C(14/6), D(11|11)] einen
Umkreis besitzt und ferner jaufeinander normal stehende Diagonalen aufweist.

b) Fiir Sehnenvierecke \mit dieser Eigenschafrl gilt der
: Der Normalabstand des Umkreismittelpunkts zu einer
Seite 1st stets halb so grof} als die gegeniiberliegende Seite.

Verifiziere diesen Satz fiir alle vier Varianten am vorliegenden konkreten Beispiel!




53)Im Dreieck DABC bezeichne,dbzw. ¢ bzw. d den Normalabstand des Seitenmittelpunkgs Mew.
Mgc bzw. Mg von der Winkelsymmetrale,w Verifiziere die Formeld, =|d, - d.| anhand des

DreiecksDABC[A(0|0), B(12|0), C(42]40)]!

54)Im Dreieck DABC bezeichne,dbzw. ¢ bzw. d den Normalabstand des Seitenmittelpunkgs Mew.
Mgc bzw. Mg von der Winkelsymmetrale,w Verifiziere die Formeld, =|d, - d,| anhand des

DreiecksDABC[A(0[0), B(12]0), C(42]40)]!

55) Im Dreieck DABC bezeichneyzw. d den Normalabstand des Hohenful3punkidiv. H von der
Winkelsymmetrale yv. Verifiziere anhand des DrelecIEMBC[A(O|O) B(21|0), C(6/|8)], dass die
Produkte bgund cd (wobei — wie Ublich! b= AC undc= AB) gleich sind, und zwar gleich dem

2
entsprechenden Wert des Termsz—a >smE (wobei — ebenso wie Ublich! a= CAB!).

Achtung! Verifikation mit Bruchtermen und Wurzelauogcken, keine Dezimalzahlen!

56) Im DreieckDABC bezeichnedzw. g bzw. ¢ den Normalabstand des Schwerpunkts S von der

Winkelsymmetrale w bzw. w bzw. w . Verifiziere die Formelnd, =%>1b- c|>ein% ,

d, =%>1a- o|>sing und dg=%>1a- b|>sin% anhand des DreieckDABC[A(0]|0), B(63|0),
C(15]36)]!

57)Im Dreieck DABC bezeichne 0bzw. ¢ bzw. ¢ den Normalabstand des Hohenschnittpunkts H von

der Winkelsymmetrale swbzw. v bzw. w . Verifiziere die Formelnd, -1.cosa >1b c|

2 sing
1 cosb 1 cosc .
d, ==x—-%a- d und d,==x—>xa- bl anhand des DreieckDABC[A(0[0), B(84|0),
2 sin2 2 sinj
C(24/45)]!

58) Im Dreieck DABC bezeichne,dbzw. ¢ bzw. d den Normalabstand des Seitenmittelpunkgs Mew.
Mgc bzw. Mg von der Winkelsymmetrale,w Verifiziere die Formeld, =|da - dc| anhand des

DreiecksDABC[A(0|0), B(12|0), C(42]40)]!

59)Gilt fur den Flacheninhalt F eines Dreiecks mit d8eitenlangen a, b und c die Formel

1
=E><(- a’ +5pb* - Cz), dann schlieBen die Schwerlinien der Seiten acueicien halben rechten

Winkel ein.
a) Uberpriife dies fir das DreieDRBC[A(0|0), B(10]0), C(86)]!

b)  Kontrolliere, dass auch die Form‘et% ><(2b2 - ac>«:osb) gilt und

zeige die Aquivalenz z{r ersten Forjnel (Hinweissi@us-Satz!).

c)  Welche besondere Eigenschaft weist das konkrete€k ferner auf (Begrindung!)?

60) Injedem Dreieck AABC mit den HohenfuBpunkten H,, Hy, und H,
sind die Winkel ZAH H_ . ZCH H, und ZABC kongruent.

Bestiitige diesen Satz anhand des Dreiecks AABC[A(-22]-17). B(23]-2), C(13]18)]!

61) Schularbeitsbeispiel Al der SD(Rg) vom Fr, den 09. Miirz 2007:

In jedem spitzwinkligen Dreieck AABC mit dem Innenwinkel v = ZBCA , dem HéhenfuSpunkt H,
sowie den Seitenhalbierungspunkten Mg, Mg und M gilt stets ‘ M, H Mz =M, M ;M. =7

Bestiitige diesen Lehrsatz anhand des Dreiecks AABC[A(0]0), B(38/|0), C(6/16)]. Berechne
dazu auch das Maf dieses dreifach auftretenden Winkels! Fertige eine saubere Skizze an, deren ordent-
liche Beschriftung (inkl. Koordinatensystem!) den Zusammenhang zur Rechnung deutlich herstellen soll!




62)

63)

64)

65)

66)

67)
68)

69)

70)

Schularbeitsbeispiel der SE vom 14. 3. 2008: A

Werden den Seiten AB und BC eines beliebigen Dreiecks AABC H"‘*xx,h_&
wie aus nebenstehender Figur deutlich ersichtlich Quadrate mit

den Mittelpunkten D und E aufgesetzt, so gilt stets folgender / D

Das Mal des spitzen Schnittwinkels ¢ zwischen den Geraden -
gac und gpg bleibt unabhéngig von der Form des Dreiecks B === \ / c

AABC immer gleich grof3, sodass stets DE = AC- cos | gilt.

Bestitige diesen Lehrsatz fiir das Dreieck
AABC[A(2[8), B(0]0), C(8|0)] und berechne auch das Maf} von ¢! E

Schularbeitsbeispiel der SE vom 30. 5. 2008:

Ein Satz der Elementargeometrie besagt:

In jedem Dreieck schneiden einander die Winkelsymmetrale
eines Winkels und die Streckensvinmetrale der gegeniiber-
liegenden Dreieckseite in einem Punkt des Umbkreises ky. /
Uberpriife diesen Satz fiir das Dreieck AABC mit den Eck- /
punkten A(0(0), B(112|0) und C(40|96) anhand der Winkel- /
symmetrale w, (und damit automatisch der Streckensymmetrale mgc)!
Verwende dazu die Parameterdarstellung und fertige
eine ordentliche Skizze an! Schreibe in Symbolform an,
wie du nachweist, dass der Schnittpunkt auf ky liegt!

Berechne flr das Dreieck AABC mit den
Eckpunkten A(0|0), B(2916|2187) und
C(1800|3375) die Koordinaten des ge-
maB der angegebenen Skizze definier-
ten Schnittpunkts P und kontrolliere am A
vorliegenden konkreten Beispiel die

allgemeingliltige Formel |[cosa.=H_P:PC]|!

In jedem Dreieck AABC mit den Innenwinkeln oo = ZCAB, 3= ZABC und y= ZBCA,
dem Umkreisradius r, dem Hohenschnittpunkt H und den HohenfuBpunkten H,, H, und

H. gilt H H-HA = H.H-HB = H.H-HC = 4r? - cos .- cos 3 - cosy|. Verifiziere diesen
anhand des Dreiecks AABC[A(—4|4), B(16]6), C(3[17)]!

Satz ‘fur die Hohen h;, und he

Es se1 Mpc der Mittelpunkt der Seite BC eines spitzwinkligen Dreiecks AABC mit
den HohenfuBpunkten Hy, und H.. Dann gilt stets ZH M H, =180°-2. ZCAB.

Verifiziere diesen Satz anhand des Dreiecks AABC[A(—12|-11), B(28]9), C2|3D)]!

Berechne im Dreieck AABC[A(-20|-100), B(69|-11), C(=59|69)] die Mali¢ der Innenwinkel!

Berechne im Dreieck AABC[A(250[-200), B(341-18), C(-362|191)] die MaBe der Innenwinkel!

Ein ganz besonders schoner Satz der Dreiecksgeometrie lautet wie folgt:
Schneiden einander die Winkelsymmetrale w,, die Streckensymmetrale mag und
die Schwerlinie s, eines Dreiecks AABC in einem Punkt P, dann besteht zwischen
den Seitenldngen a=BC, b=AC und c=AB die Beziehung [(a2=b2+c?)?=b2c?.
Uberpriife diesen Satz fiir das Dreieck AABC[A(0]0), B(138|0), C(60]144)]!

Ein nicht geringeres Juwel der Dreiecksgeometrie ist das folgende Theorem:
Schneiden einander die Winkelsymmetrale w,, die Streckensymmetrale mas
und die Héhe hp eines Dreiecks AABC in einem Punkt P, dann gilt a=60°.
Uberpriife diesen Satz fiir das Dreieck AABC[A(0]0), B(6]0), C(2]2V3)]!



71)

Neichste Aufgabe aus:

Klasse: SE(Rg) . . . .
® 2. Schularbeit (zweistiindig)
Nachiragsternm fir S . TS :

T E N S C H U T

24. 01. 2008

D A Z

Gegeben ist das Dreieck AABC[A(—84}-252). B(12}-124), C(76[132)].

a) Berechne die Koordinaten jenes Punkts P. den man durch
Schneiden der Streckensymmetrale mysp mit der Hohe hy, erhélt!

b) Berechne die Koordinaten jenes Punkts Q. den man durch
Schneiden der Streckensymmetrale myc mit der Hohe h. erhalt!

¢) Zeige an diesem Beispiel die Giiltigkeit des folgenden Sarzes der Elementargeometrie:

Ist P der Sclmitipunkt der Streckensymmetrale mgz mit der Hohe h, sowie O der

Schnittpunkt der Streckensymmetrale m 4o mit der Hohe h,, dann gilt|AB- AQ = AC- AP|

72) Werden die Eckpunkte A, B und C eines Dreiecks AABC wie in der unteren Figur (samt

73) Werbindet man die HohenfuBpunkte eines Dreiecks AABC

74) \Gilt fiir die Seitenldngen a=BC, b=AC und c=AB

Beschriftung!) durch eine 90°-Drehung um einen benachbarten Eckpunkt auf die Punkte
A’, B und C’ abgebildet, so gilt fur den Flacheninhalt p des Dreiecks AA'B'C’
untenstehende Formel, wobe1 @ den Flidcheninhalt des Dreiecks AABC bezeichnet.
Bestitige diesen Satz fiir das Dreieck AABC[A(0(0). B(8(0). C(3|7)].

2 2 2
. +b” +
],L:4(I)+a b ¥ E

4

miteinander, so erhalt man das sogenannte HohenfuB3-
punktdreieck AH,HyH. des Dreiecks AABC. Zeige, dass
die Verbindungsstrecken gegeniiberliegender Seitenmit-
telpunkte der beiden Dreiecke einander in einem Punkt P
schneiden (siehe Abbildung rechts!), und zwar anhand
des Dreiecks AABC[A(0|0), B(140]0) und C(120]|60)]! A

eines Dreiecks AABC die Gleichung a2+2c2=2h2, dann

schneidet die Winkelsymmetrale des Winkels <MgcAB
die Dreieckseite BC orthogonal. Verifiziere dies flir das
konkrete Dreieck AABC[A(0]0), B(169]0), C(-407|240)]!



75) In nebenstehender Abbildung ist ein Rechteck ABCD illustriert, in welchem E

die Winkelsymmetrale w des Winkels <DAC die Trdgergerade der Seite BC
im Punkt E schneidet. Verifiziere am konkreten Beispiel des Rechtecks
ABCD[A(-45|-30), B(3|-50), C(18]y), D] den allgemeingtiltigen

Satz, demzufolge das Dreieck AACE gleichschenklig ist.

76) Ein besonders schoner Lehrsatz

aus der Elementargeometrie der / =

Ebene lautet wie folgt (siehe ne- / \u

0
O

‘-‘-\
.

benstehende mittlere Abbildung!): /= #
Schneiden einander die /c? / P
Winkelsymmetrale wy, ‘g,/ g
die Hohe hy, sowie die S‘ /
Schwerlinie s, eines c
Dreiecks AABC in /
einem Punkt P, so 3?/ Hy ﬁl/ =
verlduft die Gerade * f, \\ /
durch Hy, und Q parallel / |
zur Gerade durch A und B. / : ‘\h i
b
B

WF/
Uberpriife die Giiltigkeit dieses /// ‘
Satzes an jobigem Beispiel. : _/

A Mag Py

Zeige ferner, dass AP, = H,Q gilt (Dabei ist P. die Normalprojektion von P auf gap.)!

77) | Néiichste Aufzabe aus:

Klausurarbeit aus Mathematik
Klasse 8D (Realgymnasium), Haupttermin 2009/10, Priifer: Dr. Robert Resel
Verwendete Hilfsmittel: Taschenrechner (TI-30) und Formelsammlung (Kraft/Biirger /Unfried /Gétz)

Schneiden einander die Schwerlinie s,. die Hohe h. und die Streckensymmetrale m ¢
eines Dreiecks AABC' in einem Punkt (siehe untere —lbba’ldunq} dann erfillen die Sei-
tenlingen a = = BC, b= AC und ¢ = AB die Gleichung (a®> — ?)* = b*(3a® — 20* — 2).

Uberpriife die Giiltigkeit dieses Lehrsatzes der ebenen Geometrie am Beispiel des Dreiecks

AABC[A(0|0), B(10/0), C(6]12)]! ]

78) Legt man in den Eckpunkten B und C eines Dreiecks AABC die Tangenten
an den Umkreis, so begrenzen diese zusammen mit der Seite BC ein Dreieck, fir
dessen Flacheninhalt p dann die Formel p = Va-tana-a? gilt, wobei wie (iblich

a=BC und o =<CAB gilt. Verifiziere diesen Lehrsatz der Elementargeometrie an
hand des Dreiecks AABC mit den Eckpunkten A(-16]|-18), B(17|15) und C(-7|27)!




79) Innebenstehender Abbildung siehst du ein Dreieck, in welchem
die Seitenldngen b und c, sowie zwei Normalabstidnde d, und d,
eingezeichnet sind. Ist F der Flacheninhalt des Dreiecks, so gilt

stets die Formel F= \/d1d2 (bC - dle)

Kontrolliere dies fiir das Dreieck AABC[A(0]0), B(70/0), C(49|168)]!
Verifiziere iiberdies dies die allgemein-

giiltige Proportion BP : PC =BA : AC !

80) Ist P der Schnittpunkt der Winkel-
symmetrale w, mit der Seite BC
im Dreleck AABC, dann gilt unter
Verwendung der Bezeichnungen

w=AP. u=PC. v=BP. b=AC
und ¢ = AB die Gleichung

wl=(b+u)-(c—v).

Verifiziere diesen Satz am konkreten Beispiel des Dreiecks AABC[A(0]0), B(117]0), C(195]104)]!

Zusatz: Verifiziere ebenso am vorliegenden Beispiel die Giiltigkeit der Formel | VW = H(b C ) ‘COS &

(Dabei bezeichnet H(b.c) das harmonische Mittel der Zahlen — in diesem Fall: Dreieckseitenlangen — b und ¢.)

81) Ist P der Schnittpunkt der Winkelsymmetrale w,, eines
Dreiecks AABC mit der Seite BC, I der Inkreismittelpunkt
des Dreiecks sowie (wie Ublich) a=BC, b=AC sowic ¢ = AB,
2abc-cos<
(a+b+c)-(b+c)
konkrete AABC[A(0/0), B(252/0), C(72/135)]!

. Verifiziere dies fiir das

dann gilt 1p=

82)Im Dreieck DABC bezeichne dozw. ¢ bzw. ¢ den Normalabstand des Umkreismittelpunkts U von

- a-
der Winkelsymmetrale sozw. w bzw. v Verifiziere die Formeln :u, d, = | ‘31 und
= 4sin’
ja- b _
d, = asind anhand des Dreieck®\BC[A(0]0), B(168|0), C(48]64)]!
2
83) Beispiel A3 der SC(Rg), 2005/06, 2. Schularbeit: A c

Fiir jedes Dreieck AABC mit dem Héhenschnitt-
punkt H sowie den Normalabstinden d(H,ggc),
d(H,gac) und d(H,gsp) gilt die folgende Gleichungskette:

d(H=ch )m :‘d(vaAC)'% = d(HigAB)'%‘
Zeige die Giiltigkeit dieses Satzes fiir die Normalabstande

d(H,gac) und d(H,gap) am Beispiel des Dreiecks
AABC[A(-71-9), B(11]-3), C(3|11)] (siche Abbildung!).

Zusitzliche Ubung (fiir spiter): Verifiziere die
Giiltigkeit dieses
Satzes ohne Ver-
wendung der HES-
SEschen Abstands-
formel unter Ver-
wendung der Hhen-
fuBpunkte (reicht
fiir Hy, und H,)!




84)Beispiel A2 der 5C(Rg), 2005/06, 2. Schularbeitr B&n Umkreisradius r jedes Dreiecks mit den
Seitenldngen a, b, und ¢ und dem FlacheninhaltitFdgg Formelr =<, Bestatige diese Formel

anhand des DreieclBABC[A(2]8), B(9]1), C(11]5)]!

85)Einem DreieckDABC wurden wie in der unteren linken Abbildung Quettd aufgesetzt. Verifiziere
am Dreieck DABC[A(0|0), B(72|0), C(18]|54)] derSatz von SARITzZBICHLER (nach der
Osterreichischen Mathematikerin R. SARITZBICHLER , 1921-2008: Die Streckensymmetralen
der Strecken DK, EF und GJ schneiden einander in eem Punkt S (STARITZBICHLER -Punkt).
MER E
Mp

F 90 ©
86)  Verifiziere anhand des Dreiecks
D DABC mit den Eckpunkten A(0/0),
B(910/0), C(585/780) den folgenden
Lehrsatz der Elementargeometrie:
In jedem Dreieck mit den Hohenlangen
90°% ha, hy und h sowie dem Inkreisradius

e

e Mp ™ JIDK gilt die Gleichung— + —+—=—.
90 ° r

i K

Sind a, b und ¢ die Seiten eines Dreiecks, T( )= 3 ” P ( P 2 4 ) _4

s sein halber Umfang sowie p bzw. r sein Z)=2 SZ +\S +p Fapryz Spr
In- bzw. Umkreisradius, so gilt fiir den jgerahmten Term T(z) die Gleichungskette [T(a)=T(b)=T(c)=0
Bestitige diesen Lehrsatz fiir das Dreieck AABC[A(0/0), B(168|0), C(120]90)].

Sind a. b und ¢ die Seiten eines Drei- 7 5 7 > 5

ecks. s sein halber Umfang sowie p ' S — _ _ :
bzw. r sein In- bzw. Umkreisradius, so a + b +C 2 (S p 4 p I )
gilt stets die |sc11611e gerahmte Gleichung|. Bestitige dies fiir das Dreieck AABC[A(~108), B(14/0). C(20/18)]!

Sind a. b und ¢ die Seiten eines Drei-

ecks. s sein halber Umfang sowie p a 3 + b3 + C% — 2S(S 2 —_ 3p2 — 6pr)

bzw. r sein In- bzw. Umkreisradius. so

gilt stets die |sc11611e gerahmte Gleichung|. Bestitige dies fiir das Dreieck AABC[A(0[0), B(112/0). C(40[96)]!

Ist s der halbe Umfang eines Dreiecks mit dem Hohenschnitt- [ ——> 5 5 R
punkt H, dem Umkreismittelpunkt U sowie dem In- bzw. Um- HU =9r" + 2p‘ + 8pr —2s°
kreisradius p bzw. 1, so gilt stets die

schone gerahmte Gleichung|. Bestitige dies fiir das Dreieck AABC[A(0/0), B(1680), C(120(64)]!

-

U(84/13), =83, I(108[36), p=36 (sic!), 2 —4202° + 57636z — 42570400 =0
U(3|13)=Mac, 1=3v10, I{108[36), p=2v10, s=12V10

U{5633), r=65, [(48)32), p=32 (sic!), s=168

U(84-13). =85, I(112[28), p=28 (sic!). s=192, H(120/90)



Im rechtwinkligen Dreieck AABC ist D der HohenfuBSpunkt auf der Hypotenuse
AB. E ist der Schnittpunkt der Winkelsymmetrale des Winkels ZAC'B mit der
Hypotenuse, P ist der Schnittpunkt der Winkelsymmetrale des Winkels ZBDC' mit
der Kathete BC' und @ ist der Schnittpunkt der Winkelsymmetrale des Winkels
ZCDA mit der Kathete AC. Beweise, dass das Viereck EPC() ein Quadrat ist.
Die Richtigkeit dieser besonders schonen Mathematikolympiadeaufgabe soll lediglich am
konkreten Beispiel des Dreiecks AABC[A(525|0), B(0/700), C(0|0)] verifiziert werden!

DG361202)  P0300)  Q(300/0)

w,, bezeichne die Winkelsymmetrale des Winkels o. = ZBAC eines rechtwinkligen Dreiecks AABC
mit der Hypotenuse AB. Ferner sei D bzw. E der Schnittpunkt von w, mit der Kathete BC bzw. dem
Umkreis des Dreiecks. Dann gilt stets|AD - AE = AB- AC|(¥).
Dies soll nun am konkreten Beispiel des Dreiecks AABC[A(6]0), B(0|8), C(0/0)] schrittweise verifiziert werden:
™ Berechne die Koordinaten von D!
1 Zeige, dass der Punkt E(-2|4) sowohl auf w, als auch auf dem Umkreis liegt!
M Verifiziere die Produktgleichung (*)!

Sei ABC ein Dreieck mit £ ACB =90°. Die Winkelsymmetralen der Winkel BAC bzw. ABC
schneidet BC im Punkt P bzw. AC im Punkt Q. Es seien M bzw. N die FuBpunkte der Normalen

durch P bzw. Q auf die Seite AB. Bestimme den Winkel MCN!

Es kommt zwar nicht auf die Proportionen desadd&stehenden rechtwink-
ligen Dreiecks an (d.h. der gesuchte Winkel timgfle rechtwinkligen Drei-
ecke das gleiche Mal3!), dennoch soll es hier gemidas Maf3 des gesuchten
Winkels am konkreten Beispiel des Drei&kBC[A(120]0), B(0]|90), C(0|0)]
zu berechnen. Daflr ist aber dariber hinaus Zlid@itoch zu verifizieren,
dass gu bzw. gy auf die Winkelsymmetrale von BAC bzw. ABC normtdhd!

Fir jedes Dreieck gilt folgender

Satz. Der Hohenschnittpunkt eines spitzwinkligen Dreiecks ist auch der Inkreis-
mittelpunkt jenes Drelecks, das von den Hoéhenfullpunkten gebildet wird.

Uberprufe diesen Satz fur das Dreieck AABC[A(125}-50), B(-50]125), C(=50~75)]!



\Fiir den Abstand d des Inkreismittelpunkts I eines Dreiecks
AABC vom Eckpunkt C gilt (unter Verwendung der iiblichen

Beschriftungen a=BC ., b=AC und ¢ = AB) die allgemein-
giiltige Formel d = ,/ab—-22= . Uberpriife dies anhand des

a+b+c
konkreten Dretecks AABC[A(0]0), B(42[0), C(12/16)]!

Schneidet man in einem Dreieck AABC die Winkelsymmetrale des Winkels C
o= ZCABmit der gegeniiberliegenden Seite und legt durch den Schnittpunkt
P Parallele zu den anderen beiden Dreieckseiten, so entsteht durch die
beiden weiteren Schnittpunkte Q und R ein Parallelogramm ARPQ.

Dann gelten die folgenden Satze:

Das Parallelogramm

ARPQ ist eine Raute
("PORTISCH-SEITZ-Raute”,
nach S. PORTISCH, *1991 A&~~~ ~ =~~~ o=
und M. SEITz, *1993). .

g
paf
m

Bezeichnet p den Inkreisradius des Dreiecks AABC sowie p” bzw.
s den Inkreisradius bzw. die Seitenlange der PORTISCH-SEITZ-Raute,
so gilt die Formel m wobei a=BC.,b=AC und c=AB.

Verifiziere dies anhand des Dreiecks AABC[A(0|0), B(234/|0), C(390|208)]!

97) B In der Abbildung wurden dem rechtwinkligen Dreieck AABC uber seinen Seiten gleich-
schenklige Dreiecke ACAB", AABC™ und ABCA™ nach innen aufgesetzt, wodurch
das Dreieck AA'B'C” mit den Seitenldangen a’, b™und ¢ entsteht. Bezeich-
net u bzw. F den Umfang bzw. den Flacheninhalt des Dreiecks AABC,
so gilt die folgende Formel

M:g
‘ 12 2 12
a’+b° —¢? =2.(d-u-2-F)
Bestétige dies anhand des Dreiecks

AABCIA(72]0), B(0[30), C(0[0)]

fUrAden Wert d=13!




98)

99)

100)

101)

L™

B Inder Abbildung wurden dem rechtwinkligen Dreieck AABC tber seinen Seiten gleich-
schenklige Dreiecke ACAB’, AABC™ und ABCA™ nach innen aufgesetzt, wodurch
das Dreieck AA'B'C” mit den Seitenlangen a’, b” und ¢ entsteht. Bezeich-
net u bzw. F den Umfang bzw. den Flacheninhalt des Dreiecks AABC,

und gilt ferner d = ZTF soist das Dreieck AA'B'C” zum

Ausgangsdreieck AABC &hnlich, wobei fir den
Annlichkeitsfaktor k die ﬁolqende Formel gilt :

_ c-u—8-F
k - V 4.¢c-.u

Bestétige dies anhand des Dreiecks
¢ AABCIA(200]0), B(0]150), C(0[0)]!

Setze aut die Seiten des Dreiecks AABC[A(0/0), B(88/0), C(66/44)] nach auBen gleichschenklig-rechtwinklige
Dreiecke und verbinde die Spitzen mit den gegentiberliegenden Eckpunkten. Zeige, dass die drei entstehenden
Geraden einander in emmem Punkt P (Polakovies-Punkt) schneiden.

Lsg.: P(60/20)

(a) Zeige, dass das Viereck ABCD[A(—12|0), B(8]0), C(15]9), D(—20|16)]

ein Sehnenviereck ist.

(b) Legt man durch einen Eckpunkt eines Sehnenvierecks Normale auf die dem Eck-
punkt gegeniiberliegenden Viereckseiten sowie die den Eckpunkt nicht enthaltende
Diagonale, so liegen die FuBpunkte dieser Normalen auf einer Gerade (“WALLACE-
Gerade® dieses Eckpunkts). Bestitige diesen Lehrsatz fiir alle vier Eckpunkte.

(¢) Verifiziere, dass die vier WALLACE-Geraden aus (b)
einander in einem Punkt (“WALLACE-Punkt®) schneiden.

Das Viereck ABCD[A(—24/3). B(21-12). C(24/3). D(xp|12)]
ist ein Viereck, dessen Diagonalen aufeinander normal stehen.
a) Wie lautet aufgrund dieser Basisinformation xn? Begriinde! PRy 8,
b) Erkldre. warum das Viereck ABCD ein
Sehnenviereck ist und gib (inkl. Begriindung!)
die Koordinaten des Umkreismittelpunkts M an!
¢) Erginze das Viereck ABCD wie in nebenstehender
Abbildung illustriert zum volistdndigen Vierseit
ABCDSS,;S; und verifiziere anhand des vorliegenden
Vierecks den folgenden Satz der Elementargeometrie:
Satz.  Ist ABCD ein Selmenviereck mit aufeinander
nornal stehenden Diagonalen und ABCDSS,S,
das zugehorige vollstindige Vierseit mit dem
Diagonalenscimittpunkt S und den verbleibenden
Ecken S; und S, so steht die Gerade durch M
und S auf die Gerade durch S; umd S, normal.
d) Kontrolliere ferner am konkreten Beispiel die Giiltigkeit von folgendem
SaTz.  Ergéinzt man die Dreiecke ASCD und ASBC zu den Recht-
ecken SCED und SBE,C, dann liegen sowohl die Punkre
M, E; und S; als auch die Punikte M, E; und S; kollinear.

S)(30/-15)



102) Im Dreieck AABC mit den Seitenliingen a, b und ¢ sowie dem Flicheninhalt F ' 2abc
schneiden die Innenwinkelsymmetralen die Dreieckseiten in den Punkten A, B’ F = (a+b)(a+c )(b +c) ’ F
und C’. Dann gilt fiir den Flacheninhalt F* des Dreiecks AA'B'C’ die nebenstehende
Formel. Bestiitige dies anhand des Dreiecks DABC[A(0[0), B(9044|0). C(20349[27132)]!

103) Projiziert man einen Punkt X auf die Tragergeraden der F SR
Seiten eines Dreiecks AABC mit dem Umkreisradius r F! _ U X2 2
und dem Flacheninhalt F, so gilt fur den Flacheninhalt F° —_— 2 * — r
des aus den projizierten Punkten entstehenden Dreiecks r
APQR die hebenstehende Formel, wobei U den Umkreis-

mittelpunkt des Dreiecks AABC bezeichnet (siehe Abbildung).

R
Verifiziere diesen Lehrsatz am
konkreten Beispiel des Dreiecks A X
AABCIA(6|-17), B(5|-30), C(21|-22)],
und zwar fiir den Punkt X(—4|23)!

Lsg.. F=100
P(19]-23)
Q(-15/-10)
R(9]22)

F" =700
U(12|-24)
¥ =85

UX® = 2465

104)

In nebenstehend abgebildetem Parallelogramm ABCD sind E und F die ent-
sprechenden Seitenhalbierungspunkte und P der Schnittpunkt von gcg mit gpr.
Unter diesen Voraussetzungen gilt stets der folgende elementargeometrische
- Die Flicheninhalte der Dreiecke ABCP, ACDP,

ADAP und AABP verhalten sich wie 1:2:3: 4.
Verifiziere diesen schonen Lehrsatz am konkreten Beispiel
des Parallelogramms ABCD[A(0|0). B(8/0). C(14/10). D]!

105) 1

) In nebenstehend abgebildetem Dreieck AABC sind P und Q die i o
entsprechenden Hohenfuflpunkte der Seiten BC und AC, welche AR
aufgrund des Satzes von THALES auf dem Halbkreisbogen k tiber ; T
der Strecke AB liegen. Unter diesen Voraussetzungen gilt folgender

Der Schnittpunkt R bzw. S der Kreistangenten t, und

tp bzw. t und tg sowie der Eckpunkt C liegen kollinear.
Verifiziere diesen schonen Lehrsatz am konkreten Bei-
spiel des Dreiecks AABC[A(0]0), B(780/0), C(585/390)]!

S

A M B
106) Verifiziere am Beispiel des Dreiecks AABC[A(=34|-8), B(56/28), C(14/64)] den folgenden
SATZ. IstI der Inkreismittelpunkt, U der Umkreismittelpunkt, r der Umkreisradius
sowie A,, A, und A, die Ankreismittelpunkte eines Dreiecks, dann gilt stets

die Beziehung sz + AaU2 + AbU2 + ACU2 =12r%|

[Lsg.: AL(66]68), An(—64[58), A.(264[-92), 1(16/38), U(11|18), 12r*=25500]



107)

108)

109)

110)

111)

Legt man durch einen Punkt P des Umkreises eines Dreiecks AABC die Normalen
auf die (Tridgergeraden) der Dreieckseiten und schneidet diese jeweils mit letzteren,
so liegen die drei entstehenden Schnittpunkte kollinear ("WALLACE—Gerade").
a) Verifiziere diesen Satz fiir das Dreieck AABC[A(1|1), B(8]2), C(4|10)] und den Punkt P(9]yp)!
b) Wie a) mit jenem Punkt P', welcher der Spiegelpunkt von P am Umkreismittelpunkt ist.
c¢) Berechne die Koordinaten des Schnittpunks S der WALLACE-Geraden
aus (a) und (b) sowie das Mal} des Schnittwinkels zwischen ihnen in S!

In der rechten Abbildung wurde die Seite ARliei gleich

lange Teile geteilt, woraus der Punkt D hervotgElr den a
Flacheninhaltri des Dreieck®DEF gilt dann die Formel

9a2b®i=8n%¥, wobeimden Flacheninhalt des Dreiecks

DABC bezeichnet. Verifiziere dies anhand des kon-

kreten Dreieck®ABC[A(2/1), B(5/10), C(-3/6)]! C



112)

113)

114)

115)

Fortsetzung von Aufgabe 113):
Uberpriife am Beispiel des Dreiecks aus
Aufgabe 113) die Giiltigkeit des folgenden
Satz(es): Der Inkreismittelpun&ines Drei-
ecksist auch der H6henschnitt-
punktseinesFUHRMANN-Dreiecks.



116)

117)



118)

119)

120) bis 122): Fortsetzungen zur Aufgabe 116)

120)



121)

122)

123)



124) a) Zeige auf zwei Arten, dass die Dreiecke
DABC[A(2/1), B(5/-2), C(3/7)] und
DA1B1C1[A1(8/13), B(29/16), G(-13/35)]
zueinander &hnlich sind!

b) Berechne die Koordinaten der Eckpunkte
Az, B> und G des "MittendreiecksDA,B,C,
dessen Eckpunkte die Mittelpunkte der Strek-
ken AA, BB1 und CG sind und verifiziere
anhand des vorliegenden konkreten Beispiels
die Gultigkeit des folgenden bemerkenswer-
ten Satzes aus der Elementargeometrie:

Satz. Das Mittendreieck zweier zueinander
ahnlicher Dreiecke ist zu den beiden
Ausgangsdreiecken wiederum &hnlich.

C) Bestatige ferner anhand der vorliegenden kei;edass fur den

Ahnlichkeitsfakto - _(—_ o= _) den
Drehwinkelj= (— —)[ (_> —) (— —)]
sowie derAhnlichkeitsfaktor - _)

die Gleichung =\/ + o+ x ] gilt.
125)

.. nicht wirklich! ~ Stattdessen: Kontrolle am Sehnenviereck von Auddift) erbeten!

126) [ Beweise

Keine Rede von einem Beweis, sondern nur vorefalgr Verifikation:
™ Kontrolliere zunachst, dass die Punkte C(54|153) D(-135|90) auf dem Halbkreiger
dem Durchmesser AB[A(-162|-9), B(162|9)] liegen idbe Mdglichkeiten fir diesen
Nachweis ausfiihren!).

= Verifiziere der| obig formulierten Shtz nun am kagtkn Beispiel!

127)

128)Fur alle Dreiecke, deren Seitenlangen eine aritiscte® Folge bilden, gilt folgender Lehrsatz aus
der Elementargeometriddie Verbindungsstrecke vom Inkreismittelpunkt zushw@rpunkt des
Dreiecks verlauft parallel zu einer Dreieckseite.
a) Zeige zunachst, dass das Drei®&BC[A(0|0), B(28|0), C(40|9)] die Voraussetzunges dlehrsatzes erfiillt!

b) Verifiziere den Lehrsatz am konkreten Beispied @ul3ere anhand deiner Verifikation eine
allgemeine Vermutung dartiber, zu welcher Dreieithkske Gerade gstets parallel verlauft!

129) In jedem Dreieck DABC gilt folgender elementargeometrische Lehrsatst | der
Inkreismittelpunkt des DreieckdABC, so hat das aus den Streckensymmetralex,mg, und

Mg gebildete Dreieck den gleichen Umkreis wie dagieck DABC. veritiziere diesen Lehrsatz anhand des Dreiecks
DABCIA(0|0), B(66]0), C(96/72)].



Anrequng fiir Spezialgebiet/Fachbereichsarbeit:

Durch die sechs von den Seitenhalbierungspunktess édreiecks ver-
schiedenen "Viertelungspunkte" der Dreieckseitdrt gtets eine Ellipse,
deren Mittelpunkt mit dem Schwerpunkt S des Dreseaksammenfallt.

Analytische Details: Ausgehend von den Eckpunktédr/@,
B(4a/0) und C(4b/4c) des DreiedR8BC erhalt man via

ell: c2x2+c(a—2b)xy+(az—ab+b?)y>—4ac2x+4ac(b—a)y+8&=0 (*)
eine Gleichunglieser Ellipse ell, wobei zu deren Ge-
winnung die Methode "Pliickerd’ sehr geeignet ist.

Dass uberhaupt eine Ellipse (freilich in allgemeibage vorliegt, folgt aus
=-3ax2<( ( )T IR{0}, wobei die Diskriminante von (*) bezeichnet.

Gutes Gelingen beim_dsen dieser schénen Aufgaben

Wien, im Dezember 2012. Dr. Robert Reseh.



