Ubungsbeispiele fur die dreif#
stindige Schularbeit sowie

fur die schriftliche Matura
[8B (gymnasialer Teil), 2013/14]

Diese Beispiele sollen durch die sowohl fir digstiedige
Schularbeit als auch die schriftliche Matur@levanten

Stoffgebiete filhren, wobei an dieser Stelle mit der S BN,
[Analytischen Raumgeometrifein
Kapitel der 6. Klasse exemplarisch noch-
mals aufgerollt wird, und zwar an-

hand von Aufgaben, deren

"Bausteine" gerad
zu charakteristisch

fur Maturabei- ‘4\, by RRE
spieles ind. |TdLLLJl£l.,

ACHTUNG! Ein bloRes"Auswendiglerner der Beispiele ist sichgfxi=
keine ausreichende Matura- resp. Schularbeitsvorbitung, da du
deine erworbenen Kenntnisse sowohl bei der dreisligen Schul-
arbeit als auch bei der schriftlichen Matura auf Bblemstellungen
anzuwenden hast, die zwar nicht ganzlich neuartidper zum Teil
in der Form wie bei der dreistiindigen Schularbe#sp. der schrift-
lichen Matura gestellt in dieser Aufgabensammlungcht enthalten
sind! Ein eigenstandiges Losen dieser Aufgaben (aif jene, die
wir in diversen Schulibungen gemeinsam bearbeitegrden) ist ei
ne absolute Notwendigkeit fiir ein angemessenes Umprogramm

1) In nebenstehender Figur ist ein Wirfel der Kantegd&a
40 abgebildet. Die Entfernung von F und P bett&gjene
von P und Q exakt 19. Berechne das Mal3 deséMithk
zwischen den abgebildeten DreieckeAEICQ undAECP! E

2) In der unteren Figur sind ein Wirfel ABCDEFGH der
Kantenlange 8 sowie drei aus ihm abgeleitetekfeun
P, Q und R abgebildet. Dabei ist R der Mittelpuahdat
Wiirfelkante BC P
und P der Spie-
gelpunkt von
Mpy an H.

Durch Achtelung

der Wurfelkante

FG entsteht Q
schliel3lich Q.
Berechne das M
des Winkels
zwischen den
Dreiecken(!)
AERP undAERQ!




3) In nebenstehender Figur ist ein Wirfel der Kantegda
4 abgebildet. Q ist der Mittelpunkt der Wirfelkal€G, P der
Spiegelpunkt von My an D. M ist der Mittelpunkt jenes Quadrats,
welches durch Spiegelung des Quadrats BCGF an defielkante
BC entsteht, R der Mittelpunkt der Strecke BM. Béree das Mal3
des Winkelgp zwischen dem Dreieck(BAPQ und der Strecke(!) AR!

4) H Der links abgebildete Wirfel hat ,
eine Kantenlange von 20. Q entsteht |
durch Viertelung der Kante BF, P
geht aus fortlaufender Fiinftelung
von AB Uber B hinaus hervor.
Ermittle ohne Taschenrechner p
das Mal3 des spitzen Schnittwin-
kelsp der Ebenemcep undeced
Zeige ferner fur die Flachenin-
halte i und F;, der Dreiecke
ACEQ undACEP die Gultigkeit der
Proportion iz : F, = 8/5 cos¢ !

5)

> X+

In obiger Figur ist ein Wiirfel ABCDFEFGH (Kantenlinge 2) mit drei angehingten Quadraten
BUTFE, WAEV und MWVN abgebildet.

() ist der Mittelpunkt des Quadrats BUTF, P, R und S sind Kantenmittelpunkte. Berechne
das Maf des Schnittwinkels zwischen den Ebenen £pcg und cgpp!

6) Im nebenstehend abgebildeten Wirfel ABCDEFGH der
Kantenlange 3 gehen die Punkte P, Q, R und S aus :
(im Fall von Q und R: fortlaufende) Drittelungeon E 3 I
Wiirfelkanten sowie einer Flachendiagonale hervor. 5
Berechne das Mal3 des spitzen Schnittwingels
welchen die Gerade,gund die Ebenepgr einschliel3en.




7) Nebenstehend ist ein Wirfel mit der Kantenlangddebildet, des-

sen Kante AD in vier gleich lange Teile geteilt deyworaus sich

der Punkt R ergibt. P und Q sind entsprechendeddamttelpunkte.
Berechne das Mal3 des Schnittwinkels der DreiecR&PQ undAERQ!

8) Nebenstehend ist ein Wiirfel
mit der Kantenléange 4 abge-
bildet, dessen Kante AD in
vier gleich lange Teile geteilt
wurde, woraus sich der Punkt
R ergibt. Q ist ein Kantenmit-
telpunkt, S der Diagonalen-
mit der Kantenléange 4 abge-
bildet, dessen Kante AD in
vier gleich lange Teile geteilt
wurde, woraus sich der Punkt
R ergibt. Q ist ein Kantenmit-
telpunkt, S der Diagonalen-
schnittpunkt eines angehang-

ten Quadrats, P der Mittelpunkt

der Strecke AS sowie T der
Spiegelpunkt von R an A.

Berechne das Mal3 des Schnittwinkels

zwischen den Dreiecken AERQ undATPMgg!

9) Nebenstehend ist ein Wirfel ABCDEFGH der Seitegdan
5 abgebildet, dessen Kanten BF und GH in funf glé&aoge
Teile geteilt wurden, woraus die Punkte P und Qdrgehen,
Ermittle das Mal3 des Schnittwinkels der beiden &xe2(!)

AECP undAECQ!

10)Nebenstehend ist ein Wirfel
ABCDEFGH der Seitenlange
3 abgebildet, dessen Kanten
AB und AD in drei gleich
lange Teile geteilt wurden,
woraus die Punkte P und Q
hervorgehen. Ermittle das
Mal3 des Schnittwinkels der
Dreiecke(NAEPC undAEQC!

E




11)Nebenstehend ist ein Wiirfel ABCDEFGH H G
der Seitenlange 4 abgebildet, dessen Kanten

BF und EH in vier gleich lange Teile geteilt
wurden, woraus die Punkte P und Q hervorgehen.
Ermittle das Mal3 des Schnittwinkels
der Dreiecke("AAPG undAAGQ! E
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12)Obenstehend ist ein Wirfel ABCDEFGH
der Seitenlange 3 abgebildet, dessen Kan-
ten BC und EF in drei gleich lange Teile
geteilt wurden, woraus in der Verlangerung
die Punkte P und Q hervorgehen. Ermittle
das Mal3 des Schnittwinkels der bei-
den Dreiecke('NAPG undAAGQ!

13)Nebenstehend ist ein Wiirfel ABCDEFGH
der Seitenlange 12 abgebildet, dessen Kan-
te CD bzw. BF bzw. AB in zwei bzw. drei
bzw. vier gleich lange Teile geteilt Wurﬁ
woraus die Punkte P und Q und S hervo
gehen. Ebenso wurde die Kante EH in dy
Teile geteilt, woraus in der Verlangerung
der Punkt R entstanden ist. Ermittle dag
Mal3 des Schnittwinkels der bei-
den Dreiecke('ARQP undASQP!




14)

15)

16)

17)

Abbildung 1. Waurfel der Kantenlange 8

P und M sind Kantenmittelpunkte, Q ein Flacheretptnkt.

R ist der Spiegelpunkt der Wiirfelecke A am Wigtkbunkt D.
N ist der Mittelpunkt der Strecke MH, S jener &recke AN.
Zeige, dass die Dreieckd®QR undAPQS

einen Winkel von 150° einschlief3en!

Abbildung 2: Wirfel der Kantenlange 6

N ist ein Kantenmittelpunkt, M ein Flachenmittetykt.

R entsteht durch Kantendrittelung, P durch fofgade
Drittelung der Strecke EN. T ist der Mittelpunkt direcke BR.
Zeige, dass die Geradgrgmit der Ebeneypr (welche der
plastischeren Darstellung wegen bzgl. der Lagebenig zu

gat Uber das DreieckMPF hinaus durch das Parallelogramm
MPFQ reprasentiert wurde) einen Winkel von 45° ehtis(3t!

Abbildung 3: wirfel der Kantenlange 10

I und M sind Kantenmittelpunkte, J ist der Splegekt der
Wirfelecke A am Wirfeleckpunkt B. N ist der Spoeopédt

von M an G. K ist der vierte Eckpunkt des Paratiggonms
GBJK, L geht aus einer Flnftelung der Strecke JKdre

Zeige, dass die Ebeneny und & caufeinander normal stehen
und dass die Dreieck@dEIN und4ELC beide rechtwinklig sind.

Abbildung 4: Wirfel der Kantenlange 14
[, J und M sind Kantenmittelpunkte, L bzw. K ent-
steht durch Spiegelung von J an E bzw. von | an A.

a) Zeige, dass die Geradg,gnit der Ebenenxs (welche der
plastischeren Darstellung wegen bzgl. der Lageibexig zu
Owv Uber das DreieckHKB hinaus durch das Parallelogramn
HKBN repréasentiert wurde) einen Winkel von 60°sginlie(3t!

b) In welchem Verhaltnis teilt der Schnittpunkt
{S}=gLmNepks die Lange der Strecke LM?

C) Zeige, dass S auf der Diagonale KN des
Parallelogramms HKBN liegt. In wel-
chem Verhaltnis teilt S die Diagonale? K

Abbildung 5

Abbildung 4

L
18)  Abbildung 5: Wurfel der Kantenlange 6
[, J und K sind Kantenmittelpunkte, L,uvd
N sind Flachenmittelpunkte. P bzw. Q entstel
durch Spiegelung von M an J bzw. von N an
K. Zeige, dass g die Ebengg im Schwer-
punkt des Dreieck&IJQ unter 30° schneidet.




19)

20)

21)

Abbildung 6: Wirfel der Kantenlange 156
| ist ein Kantenmittelpunkt, K entsteht durch
Kantendrittelung. L ist der Mittelpunkt der
Strecke BK, M jener der Strecke LK.

J geht durch fortlaufende Spiegelung

von | an F hervor.

a) Zeige, dassmit der Ebene ;s (welche der

plastischeren Darstellung wegen bzgl. der Lage-

beziehung zu gber das DreieckHJB hinaus

durch das Parallelogramm HJBN repréasentiert

wurde) einen Winkel von 60° einschliel3t!
b) In welchem Verhaltnis teilt der Schnittpunkt

{S}=gNey;p die Lange der Strecke AM?

Abbildung 7: Wirfel der Kantenlange 216
Alle Punkte entstehen durch (sukzessive)
Halbierung. Zeige, dass der Schnittwinkel
zwischen der Ebene und der (fetten) Gerade
45° petragt und der Schnittpunkt von Gerade
und Ebene die Strecke, welche die Gerade
reprasentiert, im Verhaltnis 5:22 teilt.

Abbildung 8: Wairfel der Kantenlange 12
I, J, Kund L sind Kantenmittelpunkte, M ist
ein Flachenmittelpunkt. N ist der Spiegel-

punkt von M an L, P bzw. R bzw. T ist der

Mittelpunkt der Strecke AK bzw. FJ bzw.
AN. Q ist der Spiegelpunkt von P an K.

a) Zeige, dassmit der Ebenegrg (welche der
plastischeren Darstellung wegen bzgl. der L3
beziehung zu gber das DreiecRETR hinaus
durch das Parallelogramm ETRU reprasentie
wurde) einen Winkel von 30° einschliel3t!

b) In welchem Verhaltnis teilt der Schnittpunkt
{S}=gNeerr die Lange der Strecke VQ?€
C) Zeige, dass S auf der Diagonale ER des

Parallelogramms ETRU liegt. In wel-
chem Verhaltnis teilt S die Diagonale?

Abbildung 9

+
_—

A

22) Abbildung 9: Wiirfel der Kantenlange 8

P und Q sind Kantenmittelpunkte, R ist der Spiegel-
punkt von G an C. Der Punkt S liegt eine Einheit in
Richtung der z-Achse uber P. Zeige, dass eines der
beiden DreieckAGP undAQRS gleichschenklig
bzw. rechtwinklig ist und dass die Tragerebenen der

beiden Dreiecke aufeinander normal stehen!



23)

24)

25)

26) Wirfel ABCDEFGH (Seitenlange 24): QsW

P und M” sind Kantenmittelpunkte,
M ist der Flachenmittelpunkt des
Quadrats STUV des abgebildeten
Wiirfels (Seitenlange 16). Q ist
der Spiegelpunkt von M” an der
Warfelecke W, R liegt auf der

Wiirfelkante TU, wobeRT =1 gilt.
Zeige, dass die abgebildeten Dreiecke
aufeinander normal stehen und setze
deren Flacheninhalte in ein moglichst
einfaches ganzzahliges Verhaltnis!

Warfel mit Seitenlange 16:

Q ist der Spiegelpunkt von B an A,

R ist ein Kantenmittelpunkt,

Oqr ISt die Symmetrieebene der Strecke QR
Zeige bzgl. des Schnittvierecks:

Es ist ein Trapez.

Der Mittelpunkt der Strecke QR liegt auf dem
Schenkel VU (Gib das Teilverhaltnis an!).

Ist das Trapez gleichschenklig?

Zeige, dass der Flacheninhalt ziemlich genau Etfabt.

Wirfel mit Seitenlange 24:

P ist der Mittelpunkt der Kante AB.

R ist der Mittelpunkt der Diagonale BG.

Q ist der Spiegelpunkt von P an A.

Oqr ist die Symmetrieebene der Strecke QR.
Zeige bzgl. des Schnittfiinfecks:
Flacheninhalt ca. 16477/36

P und R entstehen durch Kantenviertelung,
wobei P bzw. R von A bzw. C aus betrachtet
der jeweils erste Teilungspunkt ist. Ermittle in
einem selbst zu wahlenden geeigneten Koordi-
natensystem die Lage der Schnittpunkte S und
T der durch P, Q und R aufgespannten Ebene
mit den Kanten DH und AE und berechne ferner
den Flacheninhalt des Schnittfinfecks PQRST
dieser Ebene mit dem Wiirfel. Ist das Parallelo-
gramm RSTU gar eine Raute oder Quadrat? Begriin-
de, warum U auf der Gerade durch B und F liegessmu
und berechne den Flacheninhalt des Flinfecks PQRST!



27) Nebenstehend ist aus einem Wirfel der
Seitenlange 42 ein regelmaliiges Tetra-
eder ABCD abgeleitet worden. R ist der
Mittelpunkt der Kante CD, P entsteht
durch Drittelung der Kante CA, wobei P
von A aus betrachtet der erste Teilungs-a
punkt ist. Bestatige anhand dieser spe-
ziellen Anordnung die folgenden Séatze:

Ist b das halbe harmonische Mittel von a und ondilt:

Satz 1. Die Ebenepqgr steht auf die Ebergsg normal.

Satz2. QR:QP=c:a

_ ¢ _ a
Satz 3. b_1+@_1+i
QP QR
Satz 4. Fur den Flacheninhpldes Drei-

ecksAPQR giltp =2 G/a* +c?.

Zeige aulRerdem allgemein, dass die Sat-
ze 2 und 3 zueinander aquivalent sind!

28) Wiurfel ABCDEFGH (Seitenlange 2):
P bzw. Q entsteht durch Spiegelung
der Wiurfelecke A an B bzw. D an H.
Ermittle das Mal3 des spitzen Schnitt-
Winke|S(|) zwischerEch undspQGl
Ermittle das Verhaltnis Kxl", wobei
K bzw. W den Flacheninhalt des Drei-
ecksAPQG bzwAPQC bezeichnet und
zeige ohne TR, dads= 2 [$in¢ qilt!

29) M bzw. M ist der Mittelpunkt des
Quadrats ABCD bzw. EFGH des
Wairfels ABCDEFGH (Seitenlange 2),

M, und Ms sind Kantenmittelpunkte.

Me ist der Spiegelpunkt von dan H.

M4 entsteht durch fortlaufende Spiege-
lung von Ma M;. Ermittle ohne Taschen-
rechner das Mal3 des spitzen Schnittwin-
kels$ zwischen den Ebenen durch einer-
seits die Punkte A, Mund M, und ander-
erseits durch die Punkte,MVI; und M!




30) Wirfel ABCDEFGH (Seitenlange 48): &
P ist der Mittelpunkt der Kante CG.
Die Symmetrieebene der Strecke AP
schneidet die Flachendiagonalen AH,
EG und BG in den Punkten Q, Rund T.
Durch U wird das Dreieck QRT zum
Parallelogramm QRTU erganzt.

a) Berechne die Koordinaten von Q, R,
T, U und vom DurchstoR3punkt der
Gerade g mit der Symmetrieebene.

b) Ermittle den Flacheninhalt des ParallelogranQ®s U!

C) Bestimme ohne Taschenrechner das Mal3 des WigkeEQ!

31) In der rechten Figur ist ein Wrfel der Seiéege 12
abgebildet. P und Q sind Kantenmittelpunkte, R ist
der Spiegelpunkt von P am Wirfeleckeckpunkt E,
Oor die Symmetrieebene der Strecke QR.

a) Wie man zeigen kann, schneidgk nur sechs der
zwolf Wurfelkanten, wobei im Wirfeleckpunkt H
drei Schnittpunkte zusammenfallen. Berechne die
Koordinaten von T, U und V in einem geeigneten

Koordinatensystem und zeige, dassdr gilt!
b)Zeige, dass die Geradep,, undg,,, einander

in Mgr schneiden und beschreibe dessen Lage auf
den entsprechenden Strecken jeweils durch eimerbaltnis!

R

c)Begriinde, dass es sich beim Schnittviereck HTU\eunirapez handelt.
Kommentiere das Result@l=134,7 firr den Flacheninhagf des Trapezes!
Q

32) Der links abgebildete Wiirfel weisteeiBei-
tenlange von 6 auf. P und M sind Kanténmi
telpunkte, Q ist der Spiegelpunkt von M&
Zeige, dass die Symmetrieebergden
Wirfel langs des Trapezes FTUV schnei-
det und berechne seinen Flacheninhalt!




33)Links unten ist ein Wiirfel der Seitenlinge 64 abgebildet. P entsteht durch
Viertelung der Wiirfelkante AB. der Punkt Q ist der Wiirfelmittelpunkt,
also der Mittelpunkt aller Raunmdiagonalen (somit insbesondere von BH ).

(a) Wiihle ein passendes Koor-
dinatensystem, zeichne es in
die Abbildung ein und gib die
Koordinaten von P und () an!

(b) Stelle eme Gleichung der Symme-
tricebene opg der Strecke PQ auf!

(c) Als Schnittfigur von opg mit der
Wiirfeloberfliche entsteht das Vier-
eck RSTU. Begriinde, warum es
sich dabel um ein Trapez handelt
und zelge. dass es gleichschenklig ist.

(d) Zeige ohne Taschenrechner, dass
der Flicheninhalt des Trapezes
mehr als 11—0. aber weniger als %
der Wiirfeloberfliche ausmacht!

(e) Zeige, dass V' die Diagonalen des

Trapezes im Verhiltnis 1 : 3 teilt!

H

34)Die Seitenléinge des abgebildeten Wiirfels betriagt 4. M 1st
ein Kantenmittelpunkt, I und L sind Flachenmuttelpunkte.
Jbzw. K ist der Spiegelpunkt von L. an M bzw. von L an F.

a) Zeige, dass die beiden gefiarbten Ebenen einander
unter 30° schneiden und ermittle eine Parameterdar-
stellung ihrer Schnittgeraden s sowie deren Schnittpunk-
te mit der Wiirfelkante BF sowie der Flachendiagonale BD.

b) Berechne die Koordinaten der Schnittpunkte
der Ebene epx mit den Wiirfelkanten BC und EF!

c) Zeige, dass ek die Symmetrieebene der Strecke AMpg ist!

35)Die aus dem nebenstehend

abgebildeten Wiirfel der
Kantenldnge 8 abgeleite-

ten Punkte entstehen alle
durch sukzessive Strecken-
halbierung sowie eine Spie-
gelung. Ermittle das Mal3 des
Schnittwinkels zwischen den
beiden eingezeichneten Dreiecken!



36)Die aus dem unten abgebildeten Wiirfel der Kantenlinge 3 abgelei-
teten Punkte entstehen alle durch fortlaufende Streckendrittelung so-
wie sukzessive Spiegelung. Ermittle das Mal} eines Schnittwinkels
zwischen den Triagerebenen der beiden eingezeichneten Dreiecke!

37)Die aus dem rechts abgebildeten Wiirfel der Kantenlange S ab-
geleiteten Punkte entstehen alle durch fortlaufende Streckenfiint-
telung sowie eine Spiegelung. Ermittle das Mal} eines Schnittwin-
kels zwischen den Tragerebenen der beiden eingezeichneten Dreiec

Die Aufgaben38) & 39)beziehen sich auf die
rechte Figur, wo ein Wiirfel ABCDEFGH der
Seitenldnge 2 abgebildet ist.

P, Q, T und U sind Kantenmittelpunkte.

V ist der Mittelpunkt der Strecke QU,

W ist der Spiegelpunkt von V an U.

R ist der Spiegelpunkt von P

an Q, S jener von Q an R.

38) Berechne das MaB des spitzen Schnittwin-
kels ¢ zwischen den Ebenen cars und samy!

39) Berechne das MaB des spitzen Schnittwin-
kels @ zwischen den Ebenen eays und enys!




Die AufgabendO0) bis 43pezichen sich
allesamt auf die rechte Abbildung, wo-
bei P bzw. Q ein Kanten- bzw. Fliachen-
mittelpunkt eines Wiirfels der Seitenlén-
ge 8 1st. Die Symmetrieebene Gpq schnei-

det aus dem Wiirfel die abgebildete Figur aus. /N :

40)  Zeige, dass Mpg wie abgebildet auf zwei
Diagonalen des griinen Schnittsechsecks
zu liegen kommt. In welchem Verhiltnis
teilt Mpg diese beiden Diagonalen (jeweils!)?

41)  Wird der Wiirfel hingegen von einer Sym-

metrieebene einer seiner Raumdiagonalen P

(z.B. zu der zu gpq parallelen) geschnitten, so entsteht (Zeige dies!) ein regel-
mifiges Sechseck. Zeige, dass der Flacheninhalt des abgebildeten griinen
Sechsecks 1! des Flicheninhalts des regelméfigen Sechsecks betrigt.

42)  Zeige, dass die Flicheninhalte der beiden blauen und des orangen Dreiecks gleich sind!

43) Zeige, dass die Flicheninhalte des beigen, roten und rosa Dreiecks gleich sind!

44) Der in obiger Figur abgebildete Wiirfel weist eine Seitenlinge von 3 auf, die Punkte P, () und
R entstehen entsprechend durch Drittelungen der Raumdiagonale DF, der Flichendiagonale
DG sowie der Kante DH. Berechne die Innenwinkel des Dreiecks APQR!

H (3




45) Der in obiger Figur abgebildete Wiirfel weist eine Seitenldnge von 12 auf, die Punkte P, ¢ und
R entstehen durch Halbierung bzw. Zwdélftelung bzw. Viertelung der Raumdiagonale D F bzw.
der Flichendiagonale DG bzw. der Kante DH. Zeige, dass das Dreieck APQR rechtwinklig

ist!
ef |
3 d
A & B
46) Der in obiger Figur abgebildete Wiirfel weist eine Seitenléinge von 12 auf, die Punkte P, () und

R entstehen durch Halbierung bzw. Sechstelung bzw. Viertelung der Raumdiagonale DF bzw.
der Flichendiagonale DG bzw. der Kante DH. Zeige, dass das Dreieck APQR rechtwinklig

H il A

47) Der in obiger Figur abgebildete Wiirfel weist eine Seitenlinge von 12 auf, die Punkte P. ¢ und
R entstehen durch (im Falle von P: fortlaufende) Sechstelung bzw. Viertelung bzw. Halbierung
der Raumdiagonale DF bzw. der Flichendiagonale DG bzw, der Kante DH. Berechne die
Innenwinkel des Dreiecks AP R!

48) Der in obiger Figur abgebildete Wiirfel weist eine Seitenlinge von 12 auf, die Punkte P, ¢) und
R entstehen durch Drittelung bzw. Viertelung bzw. Halbierung der Raumdiagonale DF bzw.

der Flichendiagonale DG bzw. der Kante I} H. Berechne die Innenwinkel des Dreiecks APQ R!



49)Nebenstehender Wiirfel weist eine Seitenldange von 42 auf.
Die Punkte F, G, H und | entstehen durch Kantendrittelung.
J und K entstehen durch Streckenhalbierung, L durch
Spiegelung (von H an E).Berechne den Normalabstand
von L zu € (unter Verwendung des LotfulRpunkts S von L
bezlglich &.

50) Im nebenstehend abgebildeten Wiirfel (Kantenlinge 6) ist P
der Mittelpunkt des Begrenzungsquadrats ADHE. Bei M. Q
und R handelt es sich um entsprechende Kantenmittelpunkte.

a) Zeige, dass APQR gleichschenklig ist und
gib inkl. Begriindung Basis oder Spitze an!

b) Stelle eine Gleichung der Ebene € auf!

¢) Ermittle die Koordinaten des Durchstof3-
Punkts {S} = g N &. In welchem Verhilt-
nis teilt S die Lange der Strecke MG? E

d) Begriinde, warum g auf & normal steht!

e) Verifiziere, dass S (auch) der
Schwerpunkt von APQR ist!

51)Die rechte - Skizze zeigt einen Wiirfel der Kantenléinge 42.

) bzw. R ist der Mittelpunkt der Wiirtelkante C'GG bzw. EF.
P entsteht durch Drittelung der Strecke B(Q).

M ist der Mittelpunkt des Quadrats ABF'E.

U ist der Spiegelpunkt von M an R.

e ¢ ist die Ebene durch die Punkte B, U und H. (Der plastischeren
Darstellung wegen wurde das Dreieck ABUH zum Parallelogramm
BUHT erganzt. T wird in weiterer Folge jedoch nicht relevant sein.)

g ist die Gerade durch die Punte A und P.

(a) Berechne die Koordinaten des Durchstofipunkts {S} — g ne!
(b) In welchem Verhéltnis teilt S die Strecke AP (ikonische oder verbale Antwort!)?

(c) Zeige, dass g auf £ normal steht!



52)Der Wiirfel in Abbildung 3 weist eine Seiten-
lange von 2 auf. P, Q. T und U sind Kanten-
mittelpunkte. R bzw. V ist der Spiegelpunkt
von Q an E bzw. von T an U.

zth

Abbildung 3

a) Ermuttle das Maf} des spitzen

Schnittwinkels a=<(g,¢)!

b) Veritiziere, dass der Schnittpunkt
{S} = g N & sowohl der Diagonalen-
schnittpunkt des Parallelogramms
RPWYV als auch der Mittelpunkt

der Fliachendiagonale AH 1st!

c) Zeige, dass W in m; liegt!

G

53)Im unmittelbar rechts abge-
bildeten Wiirfel ABCDEFGH
(Kantenldnge 4) ist P der Mittel-
punkt der Kante AE. Q und R
(bzw. T) entsteht durch (fort-
laufende) Viertelung von BG

E

e ¥

und CD (bzw. BF). K und J "
gehen aus AD und EH durch 9
sukzessive Viertelung. S durch

. . . B . _
Viertelung von JK hervor. Ermittle das MaB des spitzen Schnittwinkels © =< (Zpo. €rst)!

54) Der Wiirfel in Abbildung 2
weist eine Seitenlidnge von
2 auf. P, S und U sind Kan-
tenmittelpunkte. bei M und
R handelt es sich um Flachen-
mittelpunkte. Q ist der Spie-
gelpunkt von P an E, T der
Spiegelpunkt von M an S und
schliefilich V der Spiegelpunkt
von U an D. Ermittle das Maf3 des

spitzen Schnittwinkels B=<(g1,82)!

55)In Abbildung 2 ist ein Wiirfel der Seiten-
lange 12 illustriert. P bzw. Q entsteht
durch Drittelung bzw. Halbierung
der Wiirfelkante CD bzw. BF.
T geht durch Viertelung der Flichendiagonale BG hervor.
U ist das Resultat einer Drittelung der Strecke AT.

R bzw. S ist der Kantenmittelpunkt der Winfelkante AD bzw. EH.

V geht aus einer Zwdlftelung der Strecke RS hervor
und 1st von R aus betrachtet der fiinfte Teilungspunkt.

Ermittle das MaB des spitzen Schnittwin-
kels B zwischen den Ebenen £pqy; und gpgy!

Abbildung 2

O




56) | Ausgehend von einem Wiirfel der Kantenldnge 12 werden in
der linken Abbildung ferner die Kantenmittelpunkte P und V,
der Deckfldchenmittelpunkt S sowie jener abgebildete Punkt U

betrachtet, welcher sich durch Drittelung der Kante BQ ergibt.

a) Zeige. dass es sich bei PQRS um eine sogenannte
"rechtwinklige" dreiseitige Pyramide handelt, d.h.

dass die (in diesem Fall!) von S ausgehenden Kanten
paarweise aufeinander normal stehen und begriinde,

warum dann auch die Ebenen epqs, gors und eprs
(Tragerebenen der "Kathetentldchen" der recht-

winkligen Pyramide PQRS, entsprechend wird epgr

dann als Tragerebene der "Hypotenusenflache"

bezeichnet) paarweise aufeinander normal stehen.

Fiir jede rechtwinklige Pyramide mit

den Kathetenfldcheninhalten K, K, und

K; sowie dem Hypotenusenflacheninhalt

H gilt [in Verallgemeinerung des bekann-

ten Lehrsatzes von Py 5 (in 2D)]

der | ) K+ K+ K =H
Uberpriife dies am konkreten Beispiel!

Berechne das MaB des spitzen Schnittwinkels
zwischen der Trdgerebene der Hypotenusen-
flache der Pyramide PQRS und der Ebene eqyy!

Emmittle emne Parameterdarstellung der Schnitt-
gerade g der Ebenen aus c) und zeige, dass
der Miftelpunkt der Strecke TV auf g liegt!

Wie kann man die in d) zu iiberpriifende Inzidenz
ohne Verwendung der Parameterdarstellung von g
nachweisen? Fiihre diesen alternativen Nachweis durch!

57)Der links oben abgebildete Wiirfel weist eine Seitenldnge von 16 auf M ist der
Mittelpunkt der Flachendiagonale BG, N ist der Mittelpunkt der Strecke BM.

a) Zeige, dass die Symmetrieebene cay den Wiirfel lings einer Raute IJKL schneidet.

b) Weise nach. dass die Mafzahl des Flacheninhalts der Raute mit der (Halfte der)
Summe der Diagonalldngen aller Wiirfelbegrenzungstldchen tiberemnstimmt.

c) Zeige, dass der Durchstopunkt S von gany mit oax auf der Rauten-
diagonale JL liegt. In welchem Verhilmis teilt S die Diagoual%? H

58) Der rechis abgebildete Wiirfel hat eine Kantenlinge
von 32. P ist der Mittelpunkt der Kante CG, Q der
Mittelpunkt der Strecke BP. Gaq die Symmetrieebene
letzterer. W entsteht durch Fiinftelung der Kante CG
und ist von C aus betrachtet der zweite Teilungspunkt.
N geht durch Sechzehntelung von DW hervor und
1st von W aus betrachtet der erste Tetlungspunkt.

a) Stelle eine Gleichung von Gaq aut!

b) Zeige, dass caq nur die Kanten AB. CD, DH und
EH schneidet und berechne die Koordinaten der
eingezeichneten Schnittpunkte R, S, T und U!

c) Zeige, dass die Gerade durch den Schwerpunkt A
V des Dreiecks ARST und N auf 6aq normal steht!

d) Berechne den Flicheninhalt des Schnittvierecks RSTU von Gaq mit dem Wiirfel!



59)Der Wiirfel in nebenstehender Abbildung
weist eine Seitenlange von 4 auf. P ist
der Spiegelpunkt der Wlrfelecke F
an der Wirfelecke E, Q der Spie-
gelpunkt von E an P. M ist der
Mittelpunkt der Kante AD, S
der Spiegelpunkt von M
an der Wirfelecke D.

R entsteht durch Vierte-
lung der Kante BF. Be-
rechne den Flachenin-
halt des Dreiecks AQRS!

60)Das Dreieck AAQS in
nebenstehender Ab-
bildung leitet sich wie
folgt aus einem Wiirfel
der Kantenlange 20 ab:
P entsteht durch Vier-
telung der Kante FG, Q
ist der Spiegelpunkt von
E an P. R geht aus einer
Funftelung der Kante GH
hervor, S durch fortlaufen-
de Viertelung der Strecke
ER. Berechne den Flachen-
inhalt des Dreiecks AAQS!

-+& H R G

61)In nebenstehend abgebildetem Wurfel H G
(Kantenlange 2) sind P, Q und R Kan-
tenmittelpunkte. S ist der Schwerpunkt
des Dreiecks APQR. T ist der Mittelpunkt
einer entsprechenden Seite ei-
nes angefugten Mantelquadrats.

E

a) Zeige, dass fur den spitzen
Schnittwinkel ¢ zwischen
den Ebenen epgr und gqst
die Gleichung coso =1. P

b) Zeige, dass die Dreiecke
APQR und AQST den gleichen
Flacheninhalt aufweisen.

c) Zeige, dass der Winkel j
aus a) auch der Schnitt-
winkel zweier Seitenfla-
chen eines regelma-
Rigen Tetraeders istl

=y




62)In nebenstehender Figur ist
ein Wirfel der Seiten-
l&Gnge 2 zusammen mif
seinen Eckpunkten A,

C, S, T und U abgebildet.

D, E und P sind
Kantenmittelpunkte, My

i
und M> sind Flachenmittelpunkte.
B bzw. R bzw. V bzw. W ist der Spiegelpunkt von
M, an D bzw. von M, an E bzw. von T an U bzw. von S an A.

SchlieBlich ist Q der Spiegelpunkt von Myw an W.

a) Zeige, dass die Ebenen gapc und
epor ZUeinander parallel liegen.

b) Setze die Flacheninhalte der
Dreiecke AABC und APQR in ein
moglichst einfaches ganzzahliges Verhaitnis.

63) In nebenstehender Figur ist ein
Wirfel der Seitenldnge 2 abge-
bildet. A, C, Q und S sind Kan-
tenmittelpunkte, R ist ein Fla-
chenmittelpunkt, P ist der Spie-
gelpunkt von R an S. Zeige je-
weils ohne Taschenrechner, dass ‘
die Ebenen gagc und egpq einander or-
thogonal schneiden und dass der Quoti-
ent der Flacheninhalte der Dreiecke AABC

und ABPQ nur geringfligig gréRer als der
(Co-)Sinus des halben Schnittwinkels der beiden Ebenen ist!

64)In nebenstehender Figur ist ein-
Wirfel der Seitenlange 2 abge-
bildet. B, P und T sind Kanten-
mittelpunkte, C ist ein Flachen-
mittelpunkt. A bzw. Q ist der
Spiegelpunkt von T an S bzw.
von R an U. Zeige jeweils ohne
Taschenrechner, dass der
Schnittwinkel ¢ der Ebenen
eagc und €BPQ exakt 90° betragt
und dass der Quotient der Fla-
cheninhalte der Dreiecke AABC
und ABPQ nur geringftigig klei-
ner als der Tangens von = ist.




65)In neben-
stehender

F

Figur ist
ein Wurfel
der Seiten-

lange 8 ab- Q
gebildet. A, Jund R
sind Kantenmittelpunkte.
B bzw. P bzw. Q entsteht
durch Spiegelung von D an E
bzw. von H an G bzw. von J an G.

C entsteht durch Achtelung der Kante FG und

ist von G aus betrachtet der dritte Teilungspunkt.
Zeige, dass die Ebenen gapc und spar zueinan-

der parallel verlaufen und setze die Flachen-
inhalte der Dreiecke AABC und APQR in ein
moglichst einfaches ganzzahliges Verhadltnis.

Der in nebenstehender Figur
abgebildete Wiirfel weist eine
Seitenldnge von 20 auf. M ist
ein Kantenmittelpunkt, P der
Mittelpunkt der Strecke DM.
Der Punkt E’ bzw. H' entsteht
durch Spiegelung von E an F
bzw. von H an G, N ist der
Mittelpunkt der Strecke E'H'.
() jener von NH’. Schliefilich
gcht R aus einer Fiinftelung der
Strecke F'() hervor. Zeige un-
ter Verwendung des Orthogona-
litatskriteriums, dass das Drei-

eck APBR rechtwinklig ist!

67) Die Perspektive der Konfiguration aus der letzten Aufgabe wurde bewusst so gewiihlt,
der der nachzuweisende rechte Winkel auch als solcher erscheint. Was man anhand
der obigen Abbildung jedoch kaum vermuten wiirde, ist, dass der Schnittpunkt
{5} = epprNgpr derart auf der Strecke FE’ liegt, sodass die Gerade gpg fast par-
allel zu gpe verlduft.! Zeige genauer, dass die Winkel zwischen gps und gr¢ ziemlich
genau um 3"10’47%” vom rechten Winkel abweichen und kontrolliere auflerdem die

Giiltigkeit der Identitét 5P Jrfi?yﬁ.2 — 1938 ("Pythagoras-Ersatz-Gleichung” ).

68)Tmn Rahmen der letzten beiden Aufgaben hat sich bislang herausgestellt, dass die
Ebene cppp von den zwolf Wiirfelkanten jedenfalls vier Kanten schneidet (C'D so-
wie die drei in B zusammenlanfenden Wiirfelkanten) sowie eine nicht schneidet
(ndmlich EF). Zeige, dass von den verbleibenden sieben Kanten genau eine von
eppp geschnitten wird (— Schnittpunkt T') und kontrolliere, dass der Flicheninhalt
des Dreiecks AP BT exakt 80% des Fliacheninhalts des Dreiecks APBR betrégt.

Von jener matheprof-undersite (http://matheprof.at/8B201314Uebersicht.itmiuf der sich dieses
File befindet, kannst du ein GeoGebra-File downloaden, welches es durch Bewegung eines roten und
griinen Punktes sowie der Punkte B und D gestattet, die Perspektive entsprechend zu dndern.




69)Berechne den Flacheninhalt des in nebenstehender Azt ¥ G
Figur abgebildeten Dreiecks AEPQ (wobei der zu-
grundeliegende Wiirfel eine Seitenldnge von 12
aufweist und der Punkt P bzw. Q durch Kantenvier- £ F
telung von BF bzw. Kantendrittelung von DH entsteht) !

70)Der rechts unten abgebildete Wiirfel weist eine
Kantenldnge von 4 auf. P, Q und R sind allesamt
Kantenmittelpunkte. S ist der Spiegelpunkt von P
an der Wiirfelecke C. T entsteht durch fortlaufende )
Spiegelung von R an Q (siche Abbildung!). N
Berechne den Fldcheninhalt des Dreiecks AAST! A B x+

71)Der Wurfel in nebenstehender Abbil-
dung weist eine Seitenlange von 48 auf.
P bzw. R ist der Mittelpunkt der
Woirfelkante AD bzw. der Flachen-
diagonale AF, Q ist der Spiegel-
punkt von P an der Wirfelecke D.
T entsteht durch Sechzehntelung
der Wirfelkante FG und ist von F aus
betrachtet der elfte Teilungspunkt.

U entsteht durch fortlaufende Drittelung
der Strecke BT. Schlief3lich geht V aus
einer Zwdolftelung der Flachendiagonale
DG hervor und ist von D aus betrachtet
der siebente Teilungspunkt.

a) Stelle eine Gleichung
der Ebene ecqr auf!

b) Ermittle die Koordinaten des
Schnittpunkts {S} = guv N &cqr!

c) In welchem Verhaltnis teilt
V die Strecke SU (ikonische
oder verbale Antwort!)?

d) Begrinde, warum guv L ecor gilt!

e) Zeige, dass S auch der Schwer-
punkt des Dreiecks ACQR ist!

72)1In Abbildung 1 ist ABCDEFGH ein Wiirfel der Seiten-
ldnge 12. 1, M, Q und W sind Kantenmittelpunkte,
I und L (und auch V) sind Flachenmittelpunkte.
K ist der Spiegelpunkt von I an J, N der Spiegel-
punkt von L an M, R der Spiegelpunkt von Q an C,
U der Mittelpunkt der Strecke AN. SchlieBlich ent-
steht T durch fortlaufende Spiegelung von V an W.

Ermittle das MaB des spitzen Schnittwinkels o=<(g.€)
und auBerdem die Lage von {S} =g Ns=

relativ zu KU. Verifiziere ferner, dass S auch

der Schwerpunkt des Dreiecks APRT ist!

X



zth H Abbildung 1 ¢

73)In Abbildung 1 1st ein Wiirfel der Seitenldange 70 illustriert.
P und R sind Kantenmittelpunkte, Q 1st der Spiegelpunkt von
P an der Wiirfelecke A. T entsteht durch Fuinftelung der Wiir-
felkante FG. Ermittle das Mal3 des spitzen Schnittwinkels o E
zwischen g und € und ermittle ferner, in welchem Verhéltnis S R
der DurchstofSpunkt {S} = g N € die Linge der Strecke QR fteilt. :

74)In nebenstehender Figur  (gaezhts!)
ist ein wirfel der sei-
tenldnge 2 abgebildet.
R und S sind Kantenmit-
telpunkte, B und T sind
Flachenmittelpunkte. C
bzw. P ist der Spiegel-
punkt von R an Q bzw. von
T an S. Zeige, dass die

Ebenen g, und &g auf-
einander normal stehen.

75)Im 1‘ech‘rsnabgebildeten Wiirfel ABCDEFGH (Kanten-
lange 4) entstehen die Punkte P, Q und R durch (im Fall von
Q: fortlaufende) Viertelung von FH. CG und CH, S ist der
Mittelpunkt der Kante AE. Berechne das Mal3 des spit-
zen Schnittwinkels zwischen den Ebenen egpg und eggs!

76) Aus einer Wiederholungspriifung:
In der rechten unteren Abbildung siehst du (oberhalb von 75)!)

einen Wiirfel der Seitenldnge 12, aus dem sich
zwel Dreiecke APQR und APST ableiten:

v" P entsteht durch Drittelung der Kante BC.

v Q geht durch Viertelung der Kante DH hervor.

v" R ist der Mittelpunkt der Kante AE.

v" S ergibt sich durch Spiegelung von C an G.

v" SchlieBlich ist T das Resultat einer Drittelung der Kante CD.
Zeige, dass die Tragerebenen der beiden Dreiecke aufeinander normal stehen!
(Ein Vorschlag fiir ein Koordinatensystem ist bereits eingezeichnet.©)

77)Der Wiirfel aus der rechten unteren Abbildung (auf der st@chSeite!)
weist eine Seitenldnge von 20 auf. P bzw. R ent-
steht durch Viertelung bzw. Fiinftelung der Kan-
te CG bzw. EF. Emmittle das Maf} des spitzen
Schmittwinkels zwischen den Ebenen g; und g;!




78) Aus einer miindlichen Priifung vom Jinner 20011]:
Im Wiirfel ABCDEFGH (Kantenlédnge 2) sei P der
Mittelpunkt der Kante AB sowie Q der Spiegelpunkt
der Wiirfelecke A am Eckpunkt E. &1 bzw. &3 bezeichne
die Ebene durch die Punkte P, H und Q bzw. durch die
Punkte P, H und C (siehe Abbildung 4). Berechne

das Maf des spitzen Schnittwinkels B=<(gy, €;)!

Abbildung 4

Abbildung 2

z+4

A B
79)Im Wiirfel ABCDEFGH (Kantenlinge 2) haben die Punkte P,  und I? aus Abbildung
2 die folgenden Bedeutungen:
e P und @ sind Kantenmittelpunkte.

e R ist der Spiegelpunkt der Wiirfelecke F' am Wiirfeleckpunkt G.

Ermittle das Mafi des spitzen Schnittwinkels ¢ = £(g,,25)!

80)Im Wiirfel ABC DEFGH der Kantenlinge 28 entstehen bis auf M alle abgebildeten
Punkte durch (fortlaufende) Kantenhalbierung sowie Spiegelung, lediglich M geht
durch Unterteilung der Strecke AN in sieben gleich lange Teile hervor, wobei M
von A aus betrachtet der vierte Teilungspunkt ist. (Abbildung auf der nachsten Seite!)

(a) Berechne das Maf§ des spitzen Schnittwinkels o zwischen oz und oyy.

(b) Zeige, dass die Schnittgerade g von ogg und o7 zu einer Raumdiagonale des
Wiirfels parallel verliuft (Zu welcher? Begriinde!).

(¢c) Zeige, dass M auf g liegt.



81)1 Der abgebildete Wiirfel weist eine Seitenlénge von 2 auf.
Die Punkte G, H und I sind Kantenmittelpunkte, J

entsteht durch fortlaufende Spiegelung von B an D.

(1) Berechne die Flacheninhalte der beiden abgebildeten Dreiecke

(Wurzelausdriicke!) und zeige ohne Taschenrechner, dass deren

Verhiltnis nur geringfiigig grofler bzw. kleiner als 15 bzw. 32 ist.

(2) Zeige, dass die beiden Dreiecke einen rechten Winkel einschlieBen!
J

82)Die Kantenldnge des Wurfels in Abbildung 1 betragt 6. Die Punkte
P, Q und S entstehen wie aus der Abbildung ersichtlich durch Kan-
tendrittelungen, T ist der Spiegelpunkt der Wirfelecke B an der Wiir-
felecke F. Schliefdlich entsteht R durch Drittelung der Strecke AT.

a) Wahle ein geeignetes Koordinatensystem,
zeichne es in Abbildung 1 sauber an und koordi-
natisiere zunachst die oben genannten Punkte!

b) Ermittle ohne Taschenrechner das Mal des von den
Ebenen g1 und &; eingeschlossenen spitzen Schnittwinkels ol

c) Zeige ebenfalls ohne Taschenrechner, dass der ¥ Abbildung 1
Quotient der Flacheninhalte der Dreiecke ARPS
und AAPQ gleich dem Tangens von ¢ ist!

d) Begrunde, warum die Schnittgerade von g,
und e, zur Gerade ggs parallel verlauft!




83) Betrachte die rechte Figur, in der ein Wiirfel ABCDEFGH der Seiten-
linge 4 zusammen mit Kantenmittelpunkten sowie Spiegelpunkten
von Wiirfelecken an anderen Wiirfeleckpunkten abgebildet ist: o /vt

a) Stelle eine Gleichung der Symmetrie-
ebene o+vw auf, ermittle die Koordina-
ten der Schnittpunkte P und T von Gvw
mit den Wiirfelkanten CD und EF und
zeige, dass sowohl die Wiirfeleckpunkte
B und H in oyw zu liegen kommen als
auch P und T Kantenmittelpunkte sind.

b) Berechne die Koordinaten der Schnitt-
punkte Q, R, S und U von Gyw mit den
Triagergeraden der verbleibenden Wiir-
felkanten und zeige, dass es sich jeweils
um Spiegelpunkte von Wiirfelecken an
anderen Wiirfeleckpunkten handelt.

U X
¢) Zeige, dass gyw und Gy einander in einem Punkt von gpr schneiden.
In welchem Verhiltnis teilt der Schnittpunkt M die Lange der Strecke PT?

d) Zeige, dass es sich bei dem Viereck TBPH um eine Raute
handelt und berechne ihren Flacheninhalt auf zwei Arten!

e) Begriinde ausfiihrlich, warum der Flicheninhalt der gesamten Schnittsechs-
ecks dreimal so grof} ist als der in Aufgabenteil d) berechnete Fliacheninhalt!

84)In nebenstehender Figur
ist ein Wiirfel der Seiten-
lange 2 abgebildet. C, P,
Q, V und W sind Kanten-
mittelpunkte, M; und M;
sind Flachenmittelpunkte.
A ist der Spiegelpunkt der
Wiirfelecke T an der Wiir-P
felecke U, B bzw. S ent-
steht durch Spiegelung von
M; an V bzw. von M; an W.

Q
a) Ermittle ohne Taschenrechner das Mal eines

Schnittwinkels zwischen den Ebenen gpc UNd epgr!

b) Zeige, dass S auf der Schnittgera-
de der Ebenen expc Und epgr liegt!



85) Betrachte die rechte Figur. in der ein Wiitfel ABCDEFGH

der Seitenldnge 8 zusammen mit dem Kantenmittelpunkt
U sowie dem Flichenmittelpunkt V abgebildet ist: >~

a)

b)

c)

d)

Stelle eine Gleichung der Symimetrie-

ebene oy auf ermittle die Koordinaten

der Schnittpunkte I. J. K. L. M und N von
cyv mit den Wiirfelkanten EF. BF. BC. CD.
DH und EH und EF und zeige. dass alle sechs
Punkte durch Kantenviertelung entstehen.

Berechne die Koordinaten der Schnittpunkte
0. P, Q. R. Sund T von oyy mit den Tragerge-
raden der verbleibenden Wiirfelkanten und zei-
ge. dass es sich jeweils um Punkte handelt. die
aus fortlaufender Kantenviertelung hervorgehen.

Zeige, dass der Schnitt- B
punkt {W}=gyyloyy auch

auf gpy und gy liegt! In wel-
chem Verhiltnis teilt der Schnitt-
punkt W die Lange beider Strek-
ken JK und NM? Begriinde elemen-
targeometrisch. warum zweimal

das gleiche Verhiltis vorliegt!

T =
Zeige, dass der Flicheninhalt des innerhalb de
Wiirfels liegenden Schnittsechsecks 443 betrigt. ;

Beziiglich der in nebenstehender Abbildung
getroffenen Partition der gesamten Schnitt-

flache ist zu zeigen (wobei 3= _/% und ps= _/%):
- 111:./%:/%:/%0
> w=A= A
- we A

Uil Uiy us=1:3:4:9:12



86) Betrachte die untere Figur. in der ein Wiirfel ABCDEFGH der Seitenléinge 12 zusammen mit den
Kantenmittelpunkten T und U sowie dem Spiegelpunkt V von U am Wiirfeleckpunkt G abgebildet ist:

a) Stelle eine Gleichung der Symimetrieebene Gy auf und ermittle die Koordinaten der Schnitt-
punkte I, J und K von oy mit den Wiirfelkanten CG, DH und EH. Zeige, dass T und T durch
Kantendrittelung entstehen, K ein Kantenmittelpunkt ist und dass auch F in oy liegt.

b) Berechne die Koordinaten der Schnittpunkte L, M., N, O, P und Q von Gyy mit den
Triagergeraden der verbleibenden Wiirfelkanten! Zeige, dass L. O und P durch fort-
laufende Spiegelungen von Wiirfelecken an anderen Wiirfeleckpunkten sowie M
und N bzw. Q durch fortlaufende Kantenhalbierung bzw. Kantendrittelung entstehen.

C) Zeige, dass der Schnittpunkt {S}=grv(lorv auch auf ggq liegt! In wel-
chem Verhiltnis teilt der Schnittpunkt S die Lange der Strecke FQ?

d) Zeige, dass der Flacheninhalt des innerhalb des Wiirfels liegenden Schnitt-
vierecks 36V13 betréigt und es sich dabei um ein Trapez handelt!
e) Beziiglich der in der unteren Abbildung getroffenen Partition

der gesamten Schnittfldche ist zu zeigen (wobei ps= /%):
0

.
sz/%:./%

My pz3=1:3:8




87)iInnehenstehender i
Figur ist ein Wiir- \ o
fel der Seitenlange 2 %
abgebildet. B, Cund R A,
sind Kantenmittelpunkte,

P ist ein Flichenmittelpunky.
A ist der Spiegelpunkt
von R an der Wirfelecke S.

a) Ermittle ohne Taschenrech-
ner das Mal eines Schnitt—
winkels zwischen den

Ebenen &= und &z

b) Vist der Spiegelpunkt der Wiirfelecke U an der
Wiirfelecke T, W ist der Mittelpunkt der Strecke QV.
Zeige, dass die Schnittgerade der Ebenen
easc und eseq (nebst B auch) durch W geht.

¢) Nimm ausfihrlich zur Behauptung Stellung,

dass die Flicheninhalte der Dreiecke AABC
und ABPQ sich wie 185:117 verhalten!

88)Der rechts abgebildete Wiirfel weist H o
eine Seitenldnge von 36 auf, P ist ein -\_ """"""""""""
Kantenmittelpunkt, Q und R entstehen |
durch Kantendrittelung. M ist der Mittel- \\
punkt der Strecke AQ, N jener von AM. Y

T 1st der Spiegelpunkt von Nan A, V je- ¢
ner von H an G. Schlieflich 1st U der vier-
te Eckpunkt des Parallelogramms AVUN.

a) Stelle eine Gleichung der Ebene ¢
durch die Punkte B, P und Q auf!

b) Ermittle die Koordinaten des
Schnittpunkts {S}=gMNe und zeige, A
dass es sich bet S um den Schwer- e

punkt des Dreiecks ABPQ handelt!

c) Zeige, dass die Geraden g und h emnander schneiden und be-
schreibe die Lage des Schnittpunkts {W}=gMh relativ zum Wiirfel!

d) Projiziere U (oder V) normal in die Ebene gapcm). du erhiltst K.
Dann teile die Strecke AK in vierzehn Teile. L bezeichne von A
aus gesehen den ersten Teilungspunkt. Zeige, dass L auf h liegt!




89)Der rechts abgebildete Wiirfel weist ei-
ne Seitenldnge von 24 auf, Q, Kund U
sind Kantenmittelpunkte, P und R ent-
stehen durch Kantenviertelung, wobei P
bzw. R von E bzw. H aus betrachtet je-
weils der erste Teilungspunkt ist. T ist der
Spiegelpunkt von F an E, J geht aus einer |
Sechstelung von Al hervor, wobei J von A e E
aus betrachtet der erste Teilungspunkt ist. )
L entsteht durch Drittelung von BK und ist
von K aus betrachtet der erste Teilungspunkt.
M geht aus einer Viertelung von AL hervor
und ist von L aus betrachtet der erste Teilungs-
punkt, N ist der Spiegelpunkt von M an A.
T ist der Mittelpunkt der Diagonale DG, V
sein Spiegelpunkt an U.

f Punkte P, Q und R auf!
N
b) g sei die Gerade durch G und J. Ermittle die Koordinaten des Schnitt-
punkts {S}=gMe und zeige, dass es sich bei S um den Schwerpunkt des

Dreiecks APQR handelt! In welchem Verhiltnis teilt er die Strecke GI?

a) Stelle eine Gleichung der Ebene ¢ durc

c) Zeige, dass die Geraden g und h einander schneiden und
berechne die Koordinaten des Schnittpunkts {W}=g/h!

d) Zeige, dass auch N auf g liegt!
€) Liegt R auf'h (wie man anhand der gewdihlten Perspektive vermuten kénnte)?

90)Der rechts abgebildete Wiirfel weist ei- H
ne Seitenldnge von 12 auf, Kund V
sind Kantenmittelpunkte, S bzw. W 1st
ein Flichen(diagonalen)mittelpunkt.

R und U entstehen durch Viertelung
entsprechender Flachendiagonalen,

T bzw. Q geht aus Spiegelung von

U an A bzw. von W an V hervor.

L bzw. P schlieBlich 1st das Resultat
emner Streckendrittelung (von AK bzw.
von BV).

a) Stelle emne Gleichung der Ebene ¢
durch die Punkte R, S und T auf!

b) g se1 die Gerade durch A und Q. Ermuttle T
die Koordinaten des Schnittpunkts {.§}=gMNe und zeige, dass es sich be1 Sum den
Schwerpunkt des Dreiecks ARST handelt! In welchem Verhiiltnis teilt er die Strecke AQ?

c) Zeige, dass die Geraden g und h einander schneiden und
berechne die Koordinaten des Schnittpunkts {M}=gMh!
In welchem Verhiltnis teilt er die Strecke AQ?

d) Zeige, dass auch P auf g liegt!



91) Der Warfel in der rechten Abbildung weist
eine Seitenlange von 288 aufgMst der
Mittelpunkt der Wirfelkante CG, P ist der
Mittelpunkt der Strecke W&G. Der Punkt Q
entsteht durch Drittelung der Strecke BP. Die
Symmetrieebeneag schneidetyie sich zeigen
lass) nur die Wurfelkanten AB, CD, GH und
EF, und zwar in den Punkten R, T, U und V.

a)

b)

d)

92) Der Waurfel in der rechten Abbildung
weist eine Seitenlange von 2 auf. W,
Q, M und M; sind Kantenmittelpunkte.
R bzw. T entsteht durch Spiegelung von
M1 an A bzw. von Man G. Der Punkt S
geht durch Spiegelung von C an B hervor.

a)

b)

Berechne die Koordinaten der Schnitt-
punkte R, T, U und V und begrtinde
ohne Taschenrechner, dass es sich
beim Viereck RTUV um ein Paral-
lelogramm, aber keine Raute handelt.

Gloria und Omar (Remember: Genie-
DG-Gruppe) meinen, dass es sich aber
Jast® um eine Raute handelt und be-
haupten, dass die Winkel zwischen den
Diagonalen nur um knapp 1°17°7”

von einem rechten Winkel abweichen.
Uberpriife diese Behauptung

deiner/s Schulkolleg/innen!

Berechne den Flacheninhalt der Raute uﬁ
zeige ohne Taschenrechner, dass dieser um ,
ein Zwolftel groler ist als jener jedes ein- 5

zelnen Begrenzungsquadrats des Wiirfels. T

Die Genie-DG-Gruppe behauptet, dass der
Schnittpunkt S von g mit oag auf der Diago-
nale RU liegt und die Strecke RM im Verhéltnis
1:2 teilt. Kontrolliere, ob dies in der Tat zuttiff

Stelle Gleichungen der Ebenen
gawq Undegrstauf und zeige, dass
sie zueinander parallel verlaufen.

Setze die Flacheninhalt der
DreieckeAAWQ undARST

in ein moglichst einfaches
ganzzahliges Verhaltnis! R




93) Der Wiirfel in der rechten Abbildung
eine Seitenlange von 24 auf. Die
Punkte P und P”" entstehen durch
Kantendrittelung. M ist der Mit-
telpunkt der Strecke AP”", Q dessen
Spiegelpunkt an P”". Mst ein
Flachenmittelpunkt, Mder Mittel-
punkt der Strecke AM R dessen
Spiegelpunkt an M Schliel3lich ist
M3 der Mittelpunkt der Wiirfelkante
BF, M, dessen Spiegelpunkt an F,

Ms der Mittelpunkt der Strecke AM

Me der Mittelpunkt der Strecke s

und schlussendlich P der Spiegelpunkt
von Mg an M,. Zeige, dass die Ebenen
€egr Undegpraufeinander normal stehen!

94)Der rechts abge-
bildete Wurfel hat
eine Kantenlénge
von 4. T ist ein Kan-
tenmittelpunkt, P und
U sind Flachen(diago-
nalen)mittelpunkte.
V ist der Mittelpunkt
der Strecke UG, W
bzw. R entsteht durch
Spiegelung von V an
B bzw. von P an E.
Ermittle das MaB3 des
spitzen Schnittwinkels
¢ der Ebenen grry und
erTu, Z€ige, dass der

Winkel <WTU auch
den Schnittwinkel ¢
liefert und begrunde
ausfuhrlich anhand

der Diskussion des W

Terminus technicus ,Winkel zwischen zwei Ebenen”, warum dies so ist! _ _
Zwei legendare Ubungsaufgaben aus einer meiner ehatligen sechsten Klassen:

Klasse: 6A(G)
Mathematik bei ...

Schuljahr 2010
... Dr. R. Resel

REITSChe Pyramiden (nach A. BRrerT, ¥1995, siehe
Abbildung oben!®) sind gerade quadratische Pyra-
miden, die halb so hoch als breit sind. Da lber
diesen speziellen Pyramidentyp praktisch noch keine
tieferliegenden Forschungsresultate existieren (was
womdglich daran liegen mag, dass ,B-Pyramiden®
bislang kaum bis Uberhaupt keine Aufmerksamkeit
seitens der Geometer dieser Welt erfuhren®), soll jz die
liebe 6A Eigenschaften von ,B-Pyramiden® herleiten

95) Berechne das MaB des stumpfen Schnittwinkels 96) Berechne das MaB des spitzen Schnittwinkels

©=4(&,8,), welcher auch dem Winkel zwischen v = <(a,e), wobei der auf a(,n.Sche Gerade) liegende
den Tragerdreiecken der beiden Ebenen entspricht. Punkt P durch Viertelung der Basiskante AD entsteht.




97) Auch aus einer ehemaligen sechsten Klasse:

Klasse: 6A(G) Schuljahr 2010/11
Mathematik bei ... ... Dr. Robert RESEL
Z %

"MAMMUT"-
Aufgabenstel-
lung zum Schnitt
Gerade/Ebene

sowie zum Fla- YN

cheninhalt von
Dreiecken in der
Analytischen Raum-
geometrie (Teil 1, fur
die 1. Schularbeit!!!!)

X

Y x+

In der Abbildung wird der Wirfel ABCDEFGH
(Seitenlange 4) mit der Symmetrieebene

oam der Strecke AM (i.e. jene Ebene, wel-
che auf AM normal steht und durch den
Mittelpunkt N der Strecke AM hindurch-
geht) zum Schnitt gebracht, woraus das in-
nerhalb des Wiirfels liegende Fiuinfeck OSRTV
hervorgeht, welches auBBerhalb des Wiirfels

noch durch weitere Drei- und Vierecke erganzt wird.

a) Stelle unter Verwendung des bereits eingezeichneten Koordinatensystems eine
Gleichung von oam auf und berechne die Koordinaten der zwolf Schnittpunkte 0, P,
Q R,S,T,U,V, W, X, Yund Z von oay mit den Tragergeraden aller(!) Wirfelkanten!

b) Berechne den Flacheninhalt des vom Streckenzug ZYSPRUTQVZ umrandeten
Gebiets!

c) Begrinde ohne Taschenrechner, warum das Funfeck OSRTV mehr als ¥ des in b) be-
rechneten Flacheninhalts einnimmt. Betragt diese Differenz mehr oder weniger als 1%
des in b) berechnete Flacheninhalts? Begriinde auch diesmal ohne Taschenrechner!!

Lésungen: a) oam: X+y + 2z = 6, 0(0/0/3), P(6/0/0), Q(0/6/0), R(4/2/0), S(4/0/1),
T(2/4/0), U(4/4/-1), V(0/4/1), W(-2/0/4), X(0/-2/4), Y(4/-6/4), Z(-6/4/4)
b) 2746 (Tipp: Es reicht eine Unterteilung in drei Dreiecke, deren
Flacheninhalte — Kontrollméglichkeit! — sich wie 25:1:1 verhalten!)
c) 7V6 : 276 = ..., Rest selbst (2. Klasse Bruch- und Prozentrechnung!), Dif-
ferenz kleiner als 1%, weil...(auch selbst, siehe letzte
Klammerbemerkung)



98) Und noch etwas aus einer ehemaligen sechstss&|

Klasse: 6A(G mit F3) Schuljahr: 2010/11
Mathematik bei ...... Dr. R. REese

... und noch eine Ubung zum Schnitt von Gerade ure Eb

ne sowie der Flacheninhaltsberechnung von Dreie(@n
H

Schnitt eines Wiirfels mit der Symmetrie-
ebene der Strecke AMcG (wobei Mcg der
Mittelpunkt der Wiirfelkante CG ist):

SATZ. Der Flacheninhalt des Schnittsechsecks be-
tragt 81, wenn die Seitenlange des Wirfels 8§ ist.

Gutes Gelingen beim Losen dieser schonen Aufgabgen!

Wien, im Dezember 2012. Dr. R. Resal, e



